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Calcul d'un portique plan hyperstatique élastique

Résumé :

Le but de cette note est d'exposer la méthode de calcul utilisée pour déterminer la solution de référence du
cas-test SSLL 14, intitulé : "Portique plan articulé en pied".

On utilise la méthode des forces (hyperstaticité 1), en ne tenant compte que de I'énergie de flexion : hypothese
poutres élancées.

On considére quatre cas de charge séparément.
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On considére le portique ci-contre,
soumis & diverses charges.

Hyperstaticité de degré 1.
Inconnue hyperstatique : X :
momenten C.

Chargement vertical réparti p sur
C,C.

Deux forces Fq, Fy, et un couple [
en C,.

I A
Sgﬁ ~ 2(@+h) 12
= . i = 4
b 2cosa ¢ /b
1 Sollicitations isostatiques sous charge réelle répartie p sur
C.C
1.1 Reactions d'appuis isostatiques
HatHs = 05 VarVg = P 1 pvg = 25
ATTEB T » ATTE T 2cosnr B 7 8coxr

La partie CB est articulée et chargée seulement & ses extrémités :
(HgO
B

D'ou les réactions isostatiques :

p/ 3p/ p/ p/
H t ; Vo = ; Hg = - t ; Vg =
A 8cosa 9p A 8cos B 8cosx 9h B 8cosu
Remarque :
(wgp bl
8cosr 8a+h)
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1.2 Sollicitations

Poutre AC
M N O 3p/
DNiso =
£_* H 8(2080{
V V. = P t
l A B iso 8cosy 9B
—> _ P
Q\Aiso = 8C081 ytg g
Poutre C, B
M N i H pl
/'* Niso = ~geosy
mIE S
—> 0 p
Hg Q\Aiso = 8C081 ytg g
Poutre C; C
M O . pX .
Vv \ A ENiso = —Hacosx -V, sim + cos ($ina
/vv red 0 pf% X
i N T = —-— gﬁ+3tga—8tga—§
o, ol " [y ] 8 ‘
DV = H,sina -V, cosx + PX [cosa
I H iso A A cosa
[l
14
= —(tgBtga—-3+8x//
o © = Yfgpiga-saxn)
> H O px?
_% ; X EMiSO = Tocom TYAXTHAY
O O x> 3¢x rytgB O
] = —p D——+———ygﬁ|] (=0enC)
E cosa[] 2 8 8 O
_ p/ O - +h§_ U
Mo = &a+h) Has E‘Lb s(2a+3h + bI’E
avec S= XCOSG D[O, b]
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Poutre C G,

N
X
(M ¥

N,

<

1.3 Diagrammes

Q):Zcf)sxg

__3p/ -p/
8cosy 8coax X

I\kSO

Date : 01/09/99
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ONis, = Hgcosa — Vg sin
B = —%(tg[Htga)
0 8

UV, = Hgsina +Vgcosx

_ b

= —E(tgﬁ .tga—l)

HBy+VB(£_ X)
p/

I:II:II:I%I:II:I (|
&
o
I

8cosa

p L1gB3 —p B

8coxx 8cosa

\V4

ISO

= - (ytgB-(r-x)

(=0en C)

iso
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2 Sollicitations sous force concentrée R (vers le bas)

2.1 Reéactions d'appui

Hpo+Hg = 0 ;

VatVe = R

TAHoac = o = H'®Hoec
v, O g
D'ou :

1 _ 1
Ha = EFltg,B ; Vo = EFl

2.2 Sollicitations

Poute AGC : 0 1
ONso = =5
%V.so = ;hwp
Mo = —% Ryt
Poutre G B: B N = _% 5
%viso RGP
Mo = —% Ryt
Poutre ¢ B Niso = —% (tg Bcoxx + sim)
%Viso = % R (tg Bsina — cosr)
%Miso = _%Fl(ytgﬁ_x)
Poutre CG, : B Ng, = _% Fl(tg B cosy + sim)
%Viso = —% R (tg Bsina — cosa)
Mo = —% R (vtgB-(r-x)
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2.3 Diagrammes ( F vers le bas)
_1[h t%

_1 t
dT‘ ¥ 4(a+h)

iso

3 Sollicitations sous la force concentrée F, (vers la gauche)

3.1 Reéactions d'appui

* Ha+Hg = K
Va+Vg = 0 ;
/Vg+hk =0

(HgO
B\/ HDBC =0
B

D'ou :
h _ h h
Ha = Flgl__tgﬁg , Va = R, Hg = RJ198 | Vg —F
14 14 14 14
Remarque :
h h h 2a+h
/ 9h 2(a+h) / 9p 2(a+h)
- he t ~ 2-4(a+ah
Sina - cowyy = -— ) cog — S
9F arn P ab(a+ 1)
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3.2 Sollicitations

Poutre AC; : 0
E N, = —-F héf
OVso = Fz@‘ztg ,BQ
H
N h
E Mso = —F y@—ztg B@

Poutre G, B: B
E Niso = FZI‘I:/E
Bviso = F2 ztgﬁ

h

%Miso = —Fzzytgﬁ

Poutre C, C: 0 h h . O
ONg =- FZ%_Z tg ,B@cosa +Z smH
l
0 h . h O
BViSO = bk =7 tg ,B@sma =7 cosaH
O [h h 0
E Miso = FZEZ X‘%‘ztg ﬁ@ya

Poutre CG, : h

ourre © & B Nso = B z(tg pBcosx + sim)
h
%Viso = bk Z(tg Bsina - cosx)
H
h

% Mso = B Z(y[ﬂg B _(E - X))

3.3 Diagrammes

_E h(2a+h)
2 2(a+h)

2
F,—"N
2(a+h)

2

iso

l\kSO \/iSO
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4 Sollicitations sous le couple concentré r (positif)

4.1 Réactions d'appui

° HA+HB =0 ;
Vpa+Vg =
(Vg +T =

(HgO
. B\/ HDBC =0
B

0
0

D'ou :
HA :_rtgﬁ/f ; VA = r/f
HB = rtgﬁ/ﬁ ; VB :—l_/f
Remarque :
9B 1
¢ 2a+h)

4.2 Sollicitations

Poutre. Ay : ONigo  =-T/¢
Vo =T 19/t
Mso = Tytgpye

Poutre C, B: ONg, = [/¢
Voo = T t9B/
Mso = Tytgpye

Poutre C; C: BNiso - %(tg B cosx - Sim)
Qviso = —%(tg Bsina + cosvr)
. r
awiso = 7(X+ytgﬁ_£)
Poutre C Cz : ENiso = %(tg Bcosu + sim)
Eviso = %(tg Bsina - cosx)

Qwiso = %(ytgﬁ—(ﬁ— X))
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4.3 Diagrammes ( ' positif)

_I_g h+2a)
2(a+h)

l\kso Viso Miso

01/09/99
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5 Sollicitations sous le moment X hyperstatique

5.1 Reéactions d'appui

Ha+Hg = 0 ;
VatVg = 0 ;
Vg = 0
Hgla+h)-X = 0

D'ou les réactions :

X X

Ha = ~5on VA = 0 0 He = 0 Ve = 0
5.2 Sollicitations
Poutre AC : 0
ONy = 0
H X
OV = -
0 a+h
g X a+h
Poutre C, B UJ
ONy =0
H X
OV =
0 a+h
g X a+h
Poutre C; C: 0 X
QNx = ——coxx
a+h
H X
OV = —-———sina
0 aX+h
My = a+hy = —h(h+xtga)
Poutre CG, : 0 X
QNx = ——.coxx
a+h
H X .
OVy = ——sina
0 +h
HX a+h
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5.3 Diagrammes

. X X
X sing
X coss ah
/v ® a+h
X h
a+h a+h
+
X
g a+h
NX VX MX
6 Sollicitations sous charges fictives ponctuelles en C

Afin de calculer les déplacement en C, a raide du Principe des travaux Virtuels (cf.le
paragraphe [88]), il est nécessaire d'établir les diagrammes de sollicitations sous I'action de deux

forces “fictives” f et O appliquées en C.

6.1 Reéactions d'appui

HA+HB = —f ;
VatVg = -0 |
TAHoac = o = H'®Hoec
AV, 0 = 9 = Hyd
D'ou :
1
Ha = -5(f+gtgp)
1
He = -5(f-gt9p)
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6.2 Sollicitations

Poutre AQI- : Bn = %(g+ fCOtg B)
%V = —%(f+gtgﬁ)
%m = %(Hgtgﬁ) y
Poutre C, B: Bn _ %(g_ fcotg ﬁ)
T
S TR
Poutre C, C: Bn _ %(f+gtgﬁ)com+%(g+ fcogﬁ) simr
%v = —%(f+gtgﬁ)sina+%(g+ fCOth) cos
%m = +%(f+gtgﬁ) y—%(g+ fcoth) X
Poutre CCZ : Bn — -%(f—gtgﬁ)cosa +%(g— f COQB) sim
%v = —%(f—gtgﬁ)sina—%(g— fCOTQﬁ) cos
Om = —%(f—gtgﬁ) y—%(g- feotg B)(¢ -

6.3 Diagrammes

Voici les diagrammes de sollicitations sous I'action des deux forces “fictives” f et §. On considére
ici: f=0, g= fcotgB.

g
f
® —>
/'\ _th /2
E gh/
+ L._ght 4@+h)
4(a+h)
A
n \V m
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7 Détermination du moment X hyperstatique

On se place en élasticité ; on ne considere que I'énergie de flexion, les poutres étant élancées. L'état
naturel est supposé vierge (pas de précontraintes ni de déplacement d'appui).

Le potentiel complémentaire est alors :

2 2
E * (X) - [ (Miso + Ml D() + [ (Miso + Ml D()
? El, ? El,
poteaux charpentes

Il est stationnaire a I'équilibre, d’ou :

[
dIX = g} M_12+[ M_12[D( — _# leiso_# MlEIMiso: S
pot. Ely ?charp IZH pot. Ely charp. El,

Le coefficient de souplesse O est la somme de :

# I\E/I_|11 - 3E|1§.Tg

poteaux

[ M{ _ 2blh g+_1§aa ng ah
El, ~ El,pa+hd 3Ca+hd (a+h)?

Fcharpentes 2

soit :
(b3 b(3n? + a2+ 3anU
2 Bh +( f)D

(a+h)? Bl 3, H

Eld =

Application numérique :

Dans I'exemple considéré :
I, =21, =5000%m*

/
h=2a=8m ; /=20m ; bz?/],16

D'ou :
5 = 2 g, 19b§
E(a+ h? | 3
2353453471n®

On étudie I'un aprés l'autre les divers chargements pour calculer les seconds membres S.
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7.1 Charge répartie p sur G, C

Le second membre S daa P est:

B MM, _ 2h [@bh QEE pbrh O 2 Eph3b€
poteaux El; 3El +h 8(a+h5 E(a+ h) L 24

01/09/99
16/24

MM, _ pb’hv (1 ht?/(3h+ 3
_[]chcz El, a+hEI2%@a+h§ 6% % a+h)2|25p 48

[ MMg 1 pf b% La+ha O ar
#QC—EIZ = &, 378(a+ h)ZIo s %b Q s(2a+3h + b)’E}%th & s

. ijgz (h* - 2ah- 2)

E(a+h? 1,
D'ou :
g . 2 sz4h3+hb(3h+a)+b(h2—2ah— a?)%
E(a+h? 96 gh I, Iy u
Application numérique :
[,=21, ; h=2a ; p=3000N/m (vers le bas)
2 bk ] 13
s = e Nt
E(a+h 96 2
43946 0218NmT
D'ou :
+ lemomenten C :
X = 18672994 NIm
+ laréactionen A :
H b/ _ X pbt/8-X
A S Parn arh ~ (ath)
Hy = 517537N
3pb
Vo, = —-0
A 4
Vy = 2423324N
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7.2 Charge ponctuelle F en C

Le second membre s’obtient a I'aide de :

_# MMiso  _ [@a %A(Mh 2 D|zlgh3
poteaux  EN1 3E|1 +ha(a+ b1 E(a+h?y 12

_[Jll] MlMiSO _ 2b Fl Zh @a Q @a %
charpentes El, E|2 (a+h) % +hU 6lLa+h

2 F, bh(3h+ g
E(a+ h? L 24

D'ou :

2 Fth EiZh2 , b(h+ a)D
E(a+ h)2 24 E Il |2 D

Application numérique :

l,=2l, ; h=2a ; F;=20000N (vers le bas)

01/09/99
17/24

S = E(a+2h)2 Flgh [2h+71]
97 485127 7eNmt
D'ou

+ lemomenten C :

X = 41422161 NJm
« laréactionen A :

Hy = ~F ¢t X _ F ¢/4-X

4 lta+h a+h (a+h)

Hy = 48814866N

V, = 100000N
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7.3 Charge ponctuelle F, en C;

Le second membre s’obtient a I'aide de :

_ M;Miso _ h E@a Q F h 23—"‘ h) _ 2 DFZ h3(2a+ h)
ac Eh 3El, Ca+h0" 2(a+h) E(a+h? | 12

- MlMiso — h E@a hz) - 2 [}_FZ h4
cs El 3El, Ta+h a+h) E(a+h?) 12

— M;1Miso _ b FZ a+h Eb @ %
oc El,  El, 2a+h) Rba+n 6%

2 DF2 bh(3h2 +7ah+ 26?)
E(a+ h? 1 24

B MMiso  _ b -Rh O @a @ % D—szh2(3h+a)
cc, Eb El, 2(a+h) 2Ca+h 6% a+h)2|2 24

D'ou :

2 R haE,ZhZ b
S = E +—(3h+ D
E(a+h? 12 Ol |2( a)

Application numérique :

l1=21, ; h=2a ; F,=10000N (versla gauche)

2 K h?a
S = 0 2h+7b
E(a+h)? 1 12 270
19 497 025 5Nt

D'ou :

« lemomenten C :
X = 82844321 NJdm

e laréactionen A :

o= 2ath X _ FRla+h/2)-X
AT "27(a+h) a+h (a+h)

Ha = 5976297 N
VA = thlf

Vo, = 400000N
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7.4 Couple ponctuel T en C

Le second membre s’obtient a I'aide de :

M;Mig, -2h 2 ~T [h3
e - RN - a s
poteaux Ell 3 Ell + h at a+ h) Il

_ MlMiSO _ b rh+2a @a Q %
oc El,  El, 2a+h) RCa+h 6%

2 Dl'(h+2a)(3h+ ab
E(a+h? L 24

_ MiMiso  _ -Th Eﬂ.@a Q % D—th[ﬂ3h+a)
ce, Eb E|2 2a+h) R ta+h 6% E(a+ h)? 24

D'ou :

_ 3 0
2 e r [2h” _ab(3h+ gf
E(a+h* 12014 l, O

Application numérique :

l1=2l, ; h=2a ; I =-100000NLm (sens aiguilles de montre)

iy g -

115712819Nmt

D'ou

e lemomenten C :
X = 49167243 NJm

e laréactionen A :

Y B - _ X B —r/Z—X

A7 2a+h) a+h = (a+h)
Hy = 4576394 N

VA =

"’
V4o = 5000000N
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7.5 Récapitulatif

CAS Momenten C Réactionsen A (N)

(N.m) Ha Vi
P sur G C 18672.994 5175.37 24233.240
Fl en C 41422.161 4881.487 10000.000
F en C 8284.432 5976.297 4000.000
I en QI. 4916.724 4576.394 5000.000
TOTAL 22033.31 43233.24

Remarque

|Rappel : dans le poteau A C; : effort normal = — Vj, effort tranchant = Hp.

8 Calcul du déplacementen cC

On ne considére aussi que I'énergie élastique de flexion (poutres élancées). En appliquant le Principe
des Travaux virtuels sur la structure soumise aux forces fictives du paragraphe [86], travaillant dans les

déplacements cherchés, on calcule les nombres W et d dépendant linéairement de fetg:

[ mfMeo+ XM) [ mfMeo+ X M)

fe+ghg = ? = = w+xd ,0(f,g
pot charp.
8.1 Charge répartie p sur C, C
mMg, ~ 2h ght _—pblv 2 —gpbf?fz
poteaux Ely 3El, #a+h) ga+h) E(a+ h)2 L 96
MM, 2 - thb2
- = 2f(a+h)+ h-
#QC El, E(a+ h)? |2 384 | ¢)dh- 3
Mss _ b _ pbhv [fh 0 2 - pb2eh?(g -2 f( a+ 1)
q El ~ 3El Eé(a+h 2 4a+ h) 5 E(a+ h? L 192
D'ou :
2  —pbhv D49£i?+g£b(3h—a)—2flia+i)25

WS Earn?- 384 B I z

Application numérique :

l1=2l, ; h=2a ; p=3000N/m (vers le bas)

_ 2 0 509 0  —pbhfs
YT Earn? h%gg@hﬁb@ ;MY B C 192

— 215406 592N[MmP
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8.2 Charge ponctuelle F en C

mEMso _ 2h D ghé D_ Fl hf _ 2 D_ Fl gh3£2
poteaux £l 3El, 4a+h) 4a+h) E(a+ 02 |, 48

ml:MiSO _ 2b ghﬁ — Fl h¢ B 2 _ Fl gthgZ
charp El2 3El, 4a+h) 4a+h) E(a+ h2 1, 48

D'ou (on constate que W ne dépend pas de f pour ce chargement) :
2  -Rgh?*?0h b0
B 0

w = +—
E(a+ h)? 48 O, 1,0

Application numérique :

l,=2l, ; h=2a ; F;=20000N (vers le bas)

29 —F, h?¢?
w = 4 h+2b
E(a+h? |, _ 48 . )

315100 365 INm?

8.3 Charge ponctuelle F, en C

ghv

MM, h Fh O fh ghv O @kfh
= 2a+h @7+— +h +
#poteaux Ely 3E|1E2(a+h)%r( ) 2 4(a+h)E 2

2 - F2 [ﬂ]g 2
= (4 agl+2 fla+
E(a+h? 24 a2 (as 7
mDVIiSO 2 - 2 bh2 2
= E ag/+2f(a+ h
ﬁ[]charp El, E(a"' h)z b 24 ( )
D'ou :
w = 2 D_FZ hz(a +2f(a+ h)z)[[DBE+£E
~ E(a+n? 24 o O, 1,0

Application numérique :

l,=2l, ; h=2a ; F,=10000N (vers la gauche)

2 -F, h3(h+2b)
w = ————[g¢/+9gh
E(a+ h)? llmg o 48
- 3151003 6NmT

da+nH
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8.4 Couple ponctuel T en C

MMso h rh mih ohppoth oh @
= %%— +
#poteaux Ely 3E|1E2(a+h) 2 A(a+h% E_ 2 4a+h)%
~ 2 [ h3g
E(a+h?l 24
MMso  _ TN fh 0, B, geh i
#charp El, B 3EIZ a+h Edj_ 2a+h) 2 4(a+hE+ E_ 2 4a+h %
-2 TIbh )
= E agl+2fla+
Application numérique :
=21, ; h=2a ; '=-100000Nm
w=-——2-n IF (g¢(h- b) -9 thy
E(a+h? |, 2 g
- 266 666 66 NMOT
8.5 Calculde d:J'M
mMo o 2h _gth _h 2 /h?
poteaux EN1 3El; 4a+h) a+h E(a+ h)zl1 12

mov, ZbEU-Qa Q Qa %gﬁh _ 2 Dgﬁbk(3h+a)
charpente El; E|2E +h0" 6Ca+hC4(a+h) E(E‘:l+h)2 l, 24

D'ou (on constate que d ne dépend pas de f ):

2 Eh Y b(3h+ g0
d = 5 % +a)
(a+h) 24 |:||1 |2

Application numérique :

ll:2|2 ; h=2a
2 ¢ h?
d = G—(2h+ 7b
E(a+h)2h@A,_)
4 874 25641
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8.6 Récapitulatif des déplacements  uc et v¢
I, = 5010%m*
E = 210000MPa
CAS X Xd Wy
pression sur C; C 18672.994 91016960.3 —184930109.4
Fen C 41422.161 201902233.4 —315100365.0
F, en C 8284.432 40380445.6 —63020073.0
[ en C 4916.724 23965373.4 14775091.25
CAS W uc  (m) ve (m
pression sur C; C 83519999.94 0.0110476 —0.012422374
F1 en C 0.00 0.00 —0.01497330
F, enC, —226872262.8 —0.03000956 —0.00299466
I en Cl 206790328.5 0.0273532 —0.001215646
Note :
2 = - 4
d = —Z@d,avec:d = 4874 2564m
E(a+h*}
w = %[ﬁg W, + f WH) voir plus haut
E(a+h}
2 (v 2 ( + Xa)
Uo = ———5— L Ve T oW
e O R = CHY L
2 - -
———— = 132275132710 IN"ton?
E(a+h}
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Comparaison Aster - référence analytique (R.)

CAS Momenten C | Réaction Réaction Vp | Déplacement | pgplacement V¢
(N.m) Ha (N) (N) Uc (m) (m)

P sur R: 18672.994 5175.37 24233.24 0.0110476 —0.012422374

(:.I. C Aster 18673.20 5175.36 24233.2 0.0110472 —0.0124233

FenC |R: 41422161 | 4881487 | 10000.00 0.00000 ~0.01497330
Aster : 41422.40 4881.47 10000.0 0.0000 -0.0

F2 en q_ R: 8284.432 5976.297 4000.00 —0.03000956 —0.00299466
Aster : 8284.34 5976.31 4000.0 —0.0300098 —0.00299450

I en q_ R: 4916.724 4576.394 5000.00 0.0273532 —0.001215646
Aster : 4916.62 4576.38 5000.0 0.0273536 —-0.00121583

Nota :

Le calcul Aster a été réalisé en prenant des éléments trés élancés, de telle sorte que: S/° << |. Ainsi,
I'énergie de flexion est prédominante. Les valeurs du calcul Aster sont issues du cas-test VPCS appelé SSLL14,
avec les données suivantes :

I, = 5010%m* ; l,= 2510°m* ; E = 210000Pa,

/
h=2a=8m ; /=20m ; b:E\/116,

p=3000N /m (vers le bas),
F, =20000N (vers le bas)

F, =10 000N (vers la gauche),
I =-100000Nm,
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