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HPLA100 - Une solution analytique pour le cylindre
creux thermoélastique pesant en rotation uniforme

Résumé :

On donne ici la solution analytique 2D axisymétrique et en coque du probleme du cylindre creux mince
thermoélastique pesant et en rotation uniforme, soumis a un champ de température linéaire dans I'épaisseur. Le
matériau est supposé de caractéristiques indépendantes de la température.

Cette solution correspond au test HPLA100 [\V7.01.100].
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1 Chargement de rotation uniforme autour de OZ

1.1 Modele 2D axisymétrique

La densité de force centrifuge est: p Q% r (8.
On envisage les conditions aux limites suivantes :
u,(r,z)=0 enz=0et z=L
On postule le déplacement sous la forme :
u = ur) ; u, = uy =0

Ainsi :
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Les contraintes élastiques s'expriment :

0 E |
P = ev)a-2v) gl_")‘”v_g
0 E U0
BPoo = 4y)1-2v) @1_")?”“5
[l VE

L'équation d'équilibre radial s'écrit :

(I’ O-rr),r ~O0gg = —P Q* r?
Ainsi :
Hru)'D (1+v)(1—2v) )
Hr H ~ (1-v)E
Note :
E+u‘ - M
r r

u(r) = u J(rlv)(&)_év) p Q2 ; +Ar +—
Les contraintes sont alors
N _ 2
Barr(r) - _31—2vv pQZ'%+(1+v)I(El—2v) @A—(l—Zv)
Eaee(r) 11+_2VV pQZ'%JFWEl—Zv) §A+(1—2v)
Baﬂ(r) -V pQZ ; %

Les conditions aux limites en contraintes sont :

h
O = 0 en r:RiE

18/03/96
4/12

éq 1.1-1

€q1.1-2
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On note :
h
X = —
2R

On obtient grace a [éq 1.1-3] :

3-2v)1+ 4
B = (8(15—)\/()Ev)pQZR(1—x2)2

puis :
_ (B-2v)1+v)1-2v)
- 4(1-v)E

A pQ? R2(1+x2)

Application numérique :
R=20mm;h=1mm; p=810%kg/mm3; Q =151
E =2.105N/mm2; v =0.3.

D'ou: A =7.13588.109; B =3.561258.106 mm?2

Note :
2
1+v)(1-2 - -
f_vx_v)mg = 3.714286.10 12 mm™
t-v)E 8
2
Y Eb& = 1714286.10 % MPa.mm™
1-v © 2
Ainsi :
* enpeauinterne : U, =2.9424.10" mm ;
0,, =0.99488.103 MPa
*  enpeau externe : U, =2.8801.10" mm ;

0,, =0.92631.103 MPa

1.2 Modele coque axisymétrique

La force centrifuge équivaut a une pression répartie :

h? -
_ 2
P = pQ hR§+12R2[

La solution est membranaire, I'équilibre normal s'écrit :

Ngg = Pp[R
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W
La déformation membranaire est: Egg = —, alors que E,, = 0 =Kgg = K,, . En élasticité :
R

Eh
Ngg = T-V2 Eop Ny = VNgg ; Mg = 0

D'ou la solution (fleche et effort normal circonférentiel) :

1-v2 ) Q2 2
w = R3O+ h ZE
E O 12 RO

hZ
© Npy = pQ%R%h H+ 5
66 P 0 12 R20

La contrainte axiale vaut :

o v QZRZH+ hzg (constant dans I'épaisseur)
= constant dans I'épaisseur
“ P 0 12 R0
4.6
Si on ne tient pas compte de la correction de métrique, il faut oter le terme 3 + 1oRZC dans les

expressions précédentes.

Application numérique (sans correction de métrique) :

p = 1,600000.10% MPa

W = 2,912000.10~7 mm
N,, =0,96000.10-3 N/mm

0,, =0,96000.10-3 MPa
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2 Chargement de pesanteur

2.1 Modéle 2D axisymétrique
La densite de force est: —pg €, (pesanteur verticale).
On envisage les conditions aux limites suivantes :
u, (r,z)= 0O enr=R et z=0 (cercle d'appui)
avec la traction uniforme : 0y, (r,z) = p g L en z= L, équilibrant le poids.

On postule la solution élastique du type :

0 o4
n ]
o = [0 0 0
H) 0 GZZE
de sorte que :
_ _ _ _ GZZ . — —_ —
grr—gee—_vgzz—_vuzlz—_‘/? , grz—o—gre—gez
On observe ainsi :
u
Uy = — < ulnz) = -va@Q
r

Puis :
-VA(z)=¢,=-ve, - u,,(rz)=A@)
- u,(r,z)=A(z)+B(r)
De &, =0, ontire :
B(r)-vrA*(z) = 0

Soit :

A'(z) = cste = a ; B'(r) = avr
Des conditions aux limites en effort, on obtient :
2

pgr

2
A@) = B2-+p i () = vEC

2E
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2
Enfin, [5 vérifie : = -V —_—
B veriie : B PI5E
Ainsi :
l -vpgzr g ( 2 2 2
u\r,z) = ——— ; U\r,z) = —Z\Z +v(r -R ))
((r.2) E :(r:2) 2E éq 2.1-1

0
Ejzz(r’z) = P9z

Application numérigue
g =10N/kg; p =8.10%kg/mm3; R =20 mm; L =10 mm
E =2105N/mm2; v=03;h =1mm
* enpeauinterne: ur(L) =-2.34000.108 mm ;

0,,(L) =8.0000.10~ MPa ;
u,(0) =-1.185000.10-2 mm

* en peau externe : Ur(L) =-2.46000.10~8 mm ;
0,, (L) = 8.0000.104 MPa ;
u, (0) =1.215000.10-2 mm

2.2 Modele coque axisymétrique

Une traction verticale est exercée en z= L :

F = pghlL
La pesanteur conduit a une force verticale :

f = -pghe,
La condition aux limites sur le cercle d'appui est : U, (Z) =0enz=0
La solution est membranaire, I'équilibre vertical s'écrit :

N, z = P9 h
De plus : Ngg = 0. En élasticité, on déduit alors :

_W_=-VN, _ Vpgz _ _Ng _Pg 2
Egg=—= =- . E, =u,, =—= 0 )= Z
06 R En E 77 22 = Uz() oE

La contrainte axiale est :

g, = p9z (constant dans I'épaisseur)

Application numérique :
F =8.10-4 N/mm
w(L) =-2.4000.108 mm
N,, (L) = 8.0000.104 N/mm
0,, (L) =8.0000.10~4 N/mm
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Chargement thermomeécanique
3.1 Modéle 2D axisymétrique
i T -T
T(r) =T (r) = IE ;T' +( > h ') ir - R) éq3.1.-1
Z A
-
h
Ts
r
Ti :
-
R
On postule le déplacement sous la forme :
u = u(r) ; u, = ug =0
avec les conditions aux limites idoines. Ainsi, les contraintes élastiques s'expriment :
(] _ E ugd ak
P = @eva-2v) B W v g (T T
[l _ E oy 0 aE T
F00 T rv)i-2v) @1 VW T, (T-Ter)
EU VE D aE (T T )
0~ (1+ v)(1-2v) H? E_l 2v ref
L'équation d'équilibre radial (r Urr)r — Ogg = 0 donne :
aru all+v
) % = ( ) [ﬁT _Tréf) éq 3.1-2

Hr
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D'ou la solution générale :

1+V D(T T r2

B ,
u(r) 1-v) N E’? + Ar +? éq 3.1-3
Les contraintes sont alors :
() aE(T,-T)OR  r O aE T+T,
o h H-2v 3(1-v)d 1-2v — 2
O
E O B[O
0 -(1-2v)—
0 +(l+v)(l—2v)EA ( V)rZE
§T(O _af(T-T)O R 2r O aE T, +T
AN h -2v 3(1-v)O 1-2v 2 ,
[ éq 3.1-4
0 E O B[
- = 1-2v)—
B +(1+v)(1—2v)%A+( V)rZE
B (r) = aE(TS_Ti)Ql R __r Q_ akE [}TS+Ti
0 Oz h -2v 1-vO 1-2v 2
B , 2VE
0 (1+v)(1-2v)
" - h h _
Les conditions aux limites en efforts sont: en I = RiE O =0.0nnote: X= ﬁ On obtient
grace a [éq 3.1-4] :
agT -Ti)
1+ V) R -2
YT ( V)R (- x
puis :
O (T,-T;) R T, +T, 0

) (3—(1—2v)x2) +

6 h(1-

A = a(l+v)F
& 2

0
g
Application numérique :

R=20mm;h=1mm; a =10%cC?; T, =-T; =05°C; V=0.3;

E =2.105 N/mm2,

D'ou: A =-0.18569881.10-3 ; B =0.02473096 mm?

Note :

al+v) T, -T;

= 0.61904762.107°
1-v 3h
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e enpeauinterne : U, = 1.056145.1075 mm ;

0,, = 1.4321427 MPa.

e en peau externe : u. = 1.110317.108 mm ;
0,, =-1.4250001 MPa.

Dans le cas ou I'on prend Tg = +T; =0.1°C:

A =0,00130000.103 ; B =0,0 mm?

Ainsi :
* enpeauinterne : = 25.350000.10~% mm ;
=-0.200000 MPa.
e en peau externe : u. = 26.650000.10~6 mm ;

0,, =-0.200000 MPa,

3.2 Modéle coque axisymétrique

Pour le champ de température dans I'épaisseur donné par [éq 3.1-1], on obtient I'expression suivante
de la loi de comportement :

a Eh aEhT.+T; T.-T, hQO

H\lee = —1_V2(Eee+VEzz)‘1_V HSZ -t 512 IEEH

. Eh QEhT+T; T,-T, hO s 32t
awzz = _ Z(VE99+EZZ)_1_V HSZ -t 512 IEEE

et:

O E h3 a Eh? [T, +T, h O

Mgg = —2(K99+VKzz)‘ 0, T T

= 12(1-v?) 12(1-v)Hd 2 R H v

E h? a Eh? [T, +T, 0 '

é\ﬂzz ) 12(1—v2)(VK99+KZZ) 12(-v)H 2 BE ~Tig

D'aprés ces expressions, les termes thermiques en E sont a négliger si I'on ne considére pas la
correction de métrique dans I'épaisseur, c'est-a-dire dans le cas des modéles habituels.

Dans notre situation :

W
EGQZE ; Bz =0 Kgg=K, =0
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L'équilibre normal a la coque s'écrit :

NQQZO
d'ou la fleche :
s + T, T TEIED
w = a(ll+
( ) 2 12
et:
sz = Eh[Ts+T T leD
2 12 RO
2
M,, = _&g'r T)+_s_|.d1D
12(1-v)

Comme le second membre de dilatation ne tient pas compte de la correction de métrique, les termes
en h/ R ci-dessus sont négligés.

Application numérique
R=20mm;h=1mm; a =10%c?; T,=-T,=0.5°C; v=0.3;
E =2.105 N/mmz2.
D'ou :
M,, =-0.2380952 N

en peau interne . 0,, =1449319 MPa*
ou

0,, =1428571 MPa (sans correction de métrique)

Dans le cas ot I'on prend T = +T; =0,1°C:
W =26.00000.10-6 mm
N,, =-0.2 N/mm
M,, =-0.001190476 N

en peau interne : 0,, = —0.2122466 MPa™*
ou

0,, = —0.200000 MPa (sans correction de métrique)

* Les contraintes dans I'épaisseur avec correction de métrique sont données par :

= Nz ~M; /R E - h” E 12 X5
07 (xs) nf-r2 /12r7) 0% N2 RONE-h? 112 R2)
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