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Elements de plague DKT, DST, DKQ, DSQ et Q4g

Résumé :

Ces éléments de plaque sont destinés aux calculs en petites déformations et petits déplacements de structures
minces courbes ou planes. Ce sont des éléments plans qui ne prennent pas en compte la courbure géométrique
des structures, contrairement aux éléments de coque qui sont courbes : il en résulte des flexions parasites qui
peuvent étre réduites en utilisant plus d’éléments de fagon a pouvoir approcher correctement les géométries
courbes. La formulation en est donc simplifiée et le nombre de degrés de liberté réduit. Ces éléments sont
réputés comme étant parmi les plus précis pour le calcul des déplacements et pour I'analyse modale.
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Introduction

Les éléments de coques et de plagues sont particulierement utilisés pour modéliser des structures
minces ou les rapports entre les dimensions (épaisseur/longueur caractéristique) sont au plus de 1/10.
lIs interviennent donc particulierement dans des domaines comme le génie civil, les internes de cceur
REP, I'analyse vibratoire..... On se limite au cadre des petits déplacements et des petites déformations.

Contrairement aux éléments de coque, les éléments de plaque plans ne permettent pas de prendre en
compte la courbure géométrique de la structure a représenter et induisent des flexions parasites. Il est
donc nécessaire d'utiliser un grand nombre de ces éléments de facon a approcher correctement la
géomeétrie de la structure, et ce, d'autant plus qu’elle est courbe. En revanche, on gagne en simplicité
de formulation et le nombre de degrés de liberté est réduit. Par ailleurs, les formulations "Discrete
Shear" (DST, DSQ et Q4g) ou "Discrete Kirchhoff* (DKT et DKQ) de la cinématique, avec ou sans
distorsion transverse respectivement, permettent de bons résultats en termes de déplacements et
d’analyse modale.

La maniére dont sont implantés ces éléments dans le Code_ Aster ainsi que certaines recettes
d'utilisation sont données au [85] de la présente note.
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2 Formulation

2.1 Géométrie des éléments plaques [bib1]

Pour les éléments de plaque on définit une surface de référence, ou surface moyenne, plane (plan x y
par exemple) et une épaisseur h(x,y). Cette épaisseur doit étre petite par rapport aux autres
dimensions (extensions, rayons de courbure) de la structure a modéliser. La [Figure 2.1-a] ci-dessous
illustre notre propos.

Solide 3D

z
Y
X
Epaisseur h<L,b,R,R.
Y
z
+ Y ~ 1 h
. mx 7 g X
OV e b
< C
Plaque
Figure 2.1-a

On attache a la surface moyenne w un repere orthonormé local Oxyz associé au plan tangent de la
structure différent du repére global OXYZ. La position des points de la plaque est donnée par les
coordonnées cartésiennes (x,y) de la surface moyenne et I'élévation z par rapport a cette surface.
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2.2 Théorie des plagues

Ces éléments reposent sur la théorie des plaques en petits déplacements et petites déformations selon
laquelle :

2.2.1 Cinématique

Les sections droites qui sont les sections perpendiculaires a la surface moyenne restent droites ; les
points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent sur une droite
dans la configuration déformée. Il résulte de cette approche que les champs de déplacement varient
linéairement dans I'épaisseur de la plaque. Si I'on désigne par U,V,W les déplacements d'un point

q(x,y,z) suivant x, y et z, on a ainsi la cinématique de Hencky-Mindlin :

Oy, B g6, g Buxy) HB(x
Uy (x,y,2)0= v(x, y) Ot 20-6, (x, y)U= Dv(x, y) Ot 2B, (X, ¥)O

i,y Buxyd H o H BuxyH B o B

ou U,V,W sont les déplacements de la surface moyenne et QX et Qy les rotations de cette surface par
rapport aux deux axes x et y respectivement. On préfere introduire les deux rotations

B (x,y) = 6,(x,¥), B, (x,y) = -&(x,Y) .

Les déformations tridimensionnelles en tout point, avec la cinématique introduite précédemment, sont
ainsi données par :

Exx = Exx TZKyx

Eyy =€y TIZKyy

28y, = Vyy =28y t2ZKyy
2“:XZ = yX

28, =Yy

ol €y ,8yy ete, sont les déformations membranaires de la surface moyenne, Y, et y, les

deformations associées aux cisaillements transverses, et K, Ky K, les déformations de flexion

de la surface moyenne, qui s’écrivent :
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€xx = &
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ow
Yx = +§
ow
vy =8 +W

Remarque :

Dans les théories de plaque l'ntroduction de f3; et ﬁy permet de symétriser les formulations des
déformations et nous le verrons par la suite les équations d'équilibre. Dans les théories de coque

on utilise plutdt 6, et 6, et les couples associés M, et M, par rapporta x ety.

2.2.2 Loi de comportement

Le comportement des plaques est un comportement 3D en "contraintes planes". La contrainte
transversale o,, est nulle car considérée comme négligeable par rapport aux autres composantes du
tenseur des contraintes (hypothése des contraintes planes). La loi de comportement la plus générale

s'écrit alors ainsi :

o, 0
00
PywO

gjxy B: C(s,a)%’

(Px: O

,.d

Eexx E EKXX
Ofy O OKyy
Ox = Dk
o¥gr oV
0o0pg go
HoH Ho

I
o O O

>

I:ﬂ:II:II:ImI:II:II:II:I
<
1
MMOOgoOood

PO

ou C(S,a) est la matrice de rigidité tangente locale combinant contraintes planes et distorsion
transverse et a représente I'ensemble des variables internes lorsque le comportement est non linéaire.
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Pour des comportements ou les distorsions sont découplées des déformations de membrane et de
flexion, C(s,a) se met sous la forme :

C=

[ .

0
HV

g

ou H(s,a) est une matrice 3x3 et H(E,C() une matrice 2x2. On restera dans le cadre de cette
hypothése.

Pour un comportement élastique linéaire homogene isotrope, on a ainsi :

0 0
0 0
0 0
k(1-v)

Il o o
<

o L <
H

ON‘

o

O
1
-
al>lalalsislam)
o

=~
—~
-
|
<
~
N

0 0

o
o
N

ou k est facteur de correction de cisaillement transverse dont la signification est donnée au
paragraphe suivant.

Remarque :

On ne decrit pas la variation de I'épaisseur ni celle de la déformation transversale £,, que l'on

peut cependant calculer en utilisant I'hypothése précédente de contraintes planes. Par ailleurs
aucune restriction n'est faite sur le type de comportement que I'on peut représenter.

Prise en compte du cisaillement transverse [bib2]

La prise en compte du cisaillement transverse dépend de facteurs de correction déterminés a priori par
des équivalences énergétiques avec des modeles 3D, de fagon a ce que la rigidité en cisaillement
transverse du modéle de plaque soit la plus proche possible de celle définie par la théorie de I'élasticité
tridimensionnelle. Deux théories incluant la déformation due a l'effort tranchant existent et sont
présentées dans [bib2].

Lathéorie dite de Hencky
Cette théorie ainsi que celle de Love-Kirchhoff qui en découle immédiatement repose sur la

cinématique présentée au [82.2.1]. La relation de comportement est habituelle et le facteur de
correction de cisaillement vaut k=1.
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Remarque :

Le modele de Love-Kirchhoff (DKT et DKQ) : Lorsque I'on ne prend pas en compte les distorsions
transverses y, et ¥, dans la théorie de Hencky, le modele obtenu est celui de Love-Kirchhoff.

Les deux rotations de la surface moyenne sont alors liées aux déplacements de la surface
moyenne par la relation suivante :

La théorie dite de Reissner (DST, DSQ et Q4q)

La seconde théorie, dite de Reissner, est développée a partir des contraintes. La variation des
contraintes de membrane (Oy, Oyy et 0y,) est supposée linéaire dans I'épaisseur comme dans le cas de
la théorie de Hencky ou cela résulte de la linéarité de la variation des déformations de membrane avec
I'épaisseur. Cependant, alors que I'on suppose, dans la théorie de Hencky, la distorsion constante dans
I'épaisseur et donc les contraintes de cisaillement, ce qui viole les conditions aux limites o,,=0y,,=0 sur
les faces supérieure et inférieure de la plaque du fait de la loi de comportement énoncée au §2.2.2., on
utilise dans le cadre de la théorie de Reissner les équations d’'équilibre pour en déduire la variation des
contraintes de cisaillement dans I'épaisseur de la plaque, en respectant notamment les conditions
d’équilibre sur les faces supérieure et inférieure de plaque. L'énergie interne du modéle obtenue aprés
résolution des équations d'équilibre en 3D, pour de la flexion uniquement, avec la variation des
contraintes planes suivant z, fait apparaitre, pour un matériau élastique, une relation entre les efforts
résultants et les rotations et la fleche moyennes. C’est dans cette relation qu'apparait le facteur de
correction de cisaillement de k=5/6 au lieu de 1 dans la relation qui lie I'effort tranchant a la distorsion
pour une plague homogeéne et isotrope. La détermination des facteurs de correction de cisaillement
pour des plaques orthotropes ou des plaques stratifiées est laissée en annexe.

Equivalence des approches Hencky-Love-Kirchhoff et Reissner

Si I'on assimile les pentes de la surface moyenne By, B, aux moyennes des pentes dans I'épaisseur de
la plaque et la fleche w a la fleche moyenne, la seule différence entre la théorie de Hencky et celle de
Reissner est le coefficient de correction de cisaillement transverse de 5/6 au lieu de 1. Cette différence
est due au fait que les hypothéses de départ sont de nature différente et surtout que les variables
choisies ne sont pas les mémes. En effet, la fleche sur la surface moyenne n'est pas égale a la
moyenne des fleches sur I'épaisseur de la plaque. Il est donc normal que des relations de
comportement qui font intervenir des variables différentes ne soient pas identiques.

Le fait de devoir résoudre au niveau éléments finis des problémes en déplacements plutét que des
problemes en contraintes par interpolation des déplacements nous amene a utiliser I'approche
équivalente en déplacements du probléme de Reissner formulé en contraintes.

Remarques

Du fait de I'équivalence précédente on ne présente ici que le modéle en déplacement pour tous les
éléments. Dans les faits les éléments DKT et DKQ reposent sur la théorie de Hencky-Love-Kirchhoff et
les éléments DST, DSQ et Q4y reposent sur la théorie de Reissner.

La détermination des facteurs de correction repose dans le cadre d'une autre théorie, celle de Mindlin,
sur des équivalences de fréquence propre associée au mode de vibration par cisaillement transverse.
On obtient alors k=T%/12, valeur trés proche de 5/6 pour les éléments DST, DSQ et Q4y dans le cas
isotrope.
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Dans le cadre de la plasticité le probleme du choix du coefficient de correction du cisaillement
transverse se pose car I'approche équivalente en déplacements du probléme de Reissner formulé en
contraintes fait intervenir la non-linéarité du comportement. On ne peut donc pas en déduire, comme
c'est le cas pour des matériaux élastiques une valeur du coefficient de correction du cisaillement
transverse. La plasticité n’est donc pas développée pour ces éléments.

3 Principe des travaux virtuels

3.1 Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour une plaque vaut :
h/2

VVdef :I I(gxxaxx +£yy0yy +yxy axy TG t K/ C§z )dV
S -h/2

ou S est la surface moyenne et la position dans I'épaisseur de la plague varie entre —h/2 et +h/2.
3.1.1 Expression des efforts résultants

En adoptant la cinématique du [§2.2.1], on identifie le travail des efforts intérieurs :

Wdef =I(exxNxx +enyyy +Zexnyy +KxxMxx +KyyMyy +2nyMxy +VxTx WyTy)ds
S

ou:
EN XX E +h/2 %xx E EM XX E +h/2 %xx E DTX N +h/2 Dsz N
N=[N, 0= EUyymz;M:DMny= EUnyzdz;T:ETE: EU %ﬂz
Y= ch Y

NyH ™20, My 2,

Ny Ny,

My, My, My sont les efforts résultants de flexion ou moments (en N) ;

N xy sont les efforts résultants de membrane (en N/m) ;

TX ,Ty, sont les efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants (en N/m) ;

3.1.2 Relation efforts résultants-déformations

L'expression du travail de déformation s’écrit aussi :

h/2 h/2
Wiyet :I I[sC(s,a)s]dV :J' J'[eCe +2eCKk +zkCe +z%kCk +/Cy]dV
s -h/2 s -h/2

ou C(S, a) est la matrice de comportement locale.
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En utilisant I'expression obtenue pour Wyes au paragraphe précédent on trouve la relation suivante
entre les efforts résultants et les déformations :

N=Hpe+Hpk +h/2 +h/2 +h/2

M=Hpee+Hik avec Hy = [Hdz, Hyg = [ Hzdz, Hy = Iszdz

T=Hyy “hi2 -hi2 “hi2
Gy 00

Ha=Ho 6,0

et:

[ |

|:| XX |:| XX |:| %/X
e—Deyy Ok —DKyy Oy =
Iy
%exym %nyD

Les matrices H,,Hs et Hy sont les matrices de rigidit¢ en membrane, flexion et cisaillement
transverse, respectivement. La matrice H; est une matrice de rigidit¢ de couplage entre la
membrane et la flexion.

Pour un comportement élastique homogéne isotrope de plaque ces matrices ont pour expression :

0 0 0 0
H Eh@IOBH_EW@ZgBH kEh 1 0O
m o2 "7 11-v?) 120 M Togen i 1B o
P o —H H o —

=0 car il y a symétrie matérielle par rapport au plan z=0.
Hne =0caril t tériell t au pl 0
Pour un matériau orthotrope, le comportement est donné en annexe.

3.1.3 Energie interne élastique de plaque

Compte tenu des remarques précédentes, I'énergie interne élastique de la plaque s’exprime plus
habituellement pour ce genre de géométrie de la fagon suivante :

1
q)int = EI[e(Hme +Hme) +K(Hmfe +HfK) +yHcty]dS -
S
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3.1.4 Remarques

Les relations liant Hy, H¢ Hye aHetHy aH, sont valides quelle que soit la loi de
comportement élastique, avec déformations anélastiques (thermoélasticité, plasticité, ....).

Pour une plague constituée de N couches orthotropes en élasticité, les matrices
Hoy He Hpe et Hy s’écrivent :

N N N N
1
i=1 1=1 i=1 =

1
ou: hy =24 -2, :E(Ziﬂ +Zi) et H;,H; représentent les matrices H et H,, pour la couche
i.

L’homogénéisation pour des coques multicouches peut conduire a des matrices de rigidité de
membrane et de flexion non proportionnelles du type :

Ebllll Chue O E ED1111 Dz O E Gy 00
Hin =Ci122 Cono 0 OHf =P Do 0 OHe = H 0 Gy
0 O C1212E E O 0 D1212

pour lesquelles on ne peut retrouver des valeurs équivalentes du module d'Young et de I'épaisseur
permettant de retrouver les expressions classiques de la rigidité, cf.[bib7].

3.2 Travail des forces et couples extérieurs

Le travail des forces et couples s’exercant sur la plaque s’exprime de la maniére suivante :

+h/2 +h/2
Weyq = [ [F,.UdV +[Fo.UdS +[ [F,.Udzds
S -h/2 S C-h/2

oo F,,F,F. sont les efforts volumiques, surfaciques et de contour s’exercant sur la plaque,

respectivement. C est la partie du contour de la plaque sur laquelle les efforts de contour F, sont
appliqués. Avec la cinématique du [§2.2.1], on détermine ainsi :

Wext =I(fxu +fv+f,w+c,6 +c 6)dS +I(@u +@v +gw + x @ + y Q)ds
S C

=_[(fo+ fyv +f,w+c, B —¢xB,)dS +I(qq(u +@v +ow + )y B — x P)ds
S C
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e ou sont présents sur la plaque :

fy, fy, f, : forces surfaciques agissant suivantX, y et z
+h/2

fi = IFv-eidZ +F;.ej ou e, et €y sont les vecteurs de base du plan tangent et €, leur

-h/2
vecteur normal.

Cx,Cy : couples surfaciques agissant autour des axes X et VY.
+h/2 h

C = J'(zeZDFV).eidz+ i EeZD F).e; ol ey.e
-h/2

précédemment définis.
e etou sont présents sur le contour de la plaque :

y,eZ sont les vecteurs de base

@, gq,, @ : forces linéiques agissant suivant X,y et Z
+h/2

Q= IFc-eidz ou e, ey, e, sont les vecteurs de base précédemment deéfinis.
-h/2

Xx» Xy couples linéiques autour des axes X et VY.
+h/2

Xi = I(Zez 0F;).ejdz ou ey,ey,e, sontles vecteurs de base précédemment définis.
-h/2

Remarque :

| Les moments par rapport & z sont nuls.

3.3 Principe du travail virtuel

Il s’écrit de la maniére suivante : OW,y; = ONyes pour tous déplacements et rotations virtuels
admissibles.

3.3.1 Cinématique de Hencky

Avec cette cinématique, il en résulte aprés intégration par parties du travail de déformation les
équations d’équilibre statique des plaques suivantes :

Nxx,x + ny,y +f, =0,
+ Pourlesefforts: Ny, + N, +f, =0,
Tyx +Tyy +f, =0.
* Pourles couples : MXX’X i Mxy,y T +Cy 0

Myyy + My =Ty =Cx =0.
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ainsi que les conditions aux limites suivantes sur le contour Cde S :

NNy + ny y — &

u=u,
Nyny + Nyn, =@, V=V,
T +Tyny =@, ou W=Ww,
My + Myyny =Xy, ﬁxze_w

Myny +Mgne==Xx. B, =-6;.

ou ny et ny sont les cosinus directeurs de la normale a C dirigée vers I'extérieur de la plaque.

L'interprétation physique de ces efforts (N, T et M) a partir des équations précédentes est donnée

ci-dessous :
z
T Myy
o.P Y P
A X})— ————— Nyy = Myx
y A v /
— Nxy /;»Mxx
Nixx |V|xy
Figure 3.3.1-a : Efforts résultants pour un élément de plaque

Remarque :

Nyx, Nyy représentent les efforts de traction et N, le cisaillement plan. M,, et My,
représentent les couples de flexion et I\/IXy le couple de torsion. T, et Ty, sont les efforts de

cisaillement transverse.

Cinématique de Love-Kirchhoff

On rappelle que dans le cadre de cette cinématique, on a la relation suivante liant la dérivée de la

B = ow
\ . ox o . o _
fleche aux rotations : ETE Aprés une double intégration par parties du travail de déformation,
on obtient les équations d'équilibre statique suivantes :
Nxx,x + ny,y +fy =0,
Nyyy * Ny x +fy =0,

. Pour les efforts de flexion et de cisaillement transverse :

. Pour les efforts de membrane :

Mxx,xx +2Mxy,xy + IVlyy,yy + fZ +Cva _CX:Y =0,
MXX'X + Mxy,y -Ty +Cy =0,
My + My =T, ¢, =0.
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ainsi que les conditions aux limites sur le contour C et aux points anguleux O du contour Cde S :

N x N +ny y — &

u=u,
Nyyny + Ny =4, V=V,
Th+ Muss =@ — Xos» U w=w,
Mnn = Xs B, =-w, =6..

Mns(0+) - Mns(o_) = —[Xn (O +) —Xn (O _)]

T, =Tyny +Tyny,

avec M, = MXXn)Z( +2Myynyny + Myynf,,

— 2 _p2
Mps = =My nyny + M, (ny —ny) +Mynyn,.

Contour

Discontinuité

Figure 3.3.2-a: Condition aux limites avec points anguleux pour un élément de plaque

Remarque :

utilisant la cinématique de Love-Kirchhoff pour des structures a contours anguleux.

La cinématique de Love-Kirchhoff implique que sur le contour de la plaque I'effort de cisaillement
transverse est lié au moment de torsion. On constate que l'ordre des équations d'équilibre de
flexion est plus élevé qu'avec la cinématique de Hencky. Ainsi, choisir la cinématique de
Love-Kirchhoff revient a augmenter le degré des fonctions d'interpolation car il faut une régularité
plus grande pour les termes de fleche par rapport aux termes de membrane du fait de la présence
de dérivées secondes de la fleche dans I'expression du travail des déformations. Aucun élément
de plague du Code_Aster n'utilise cette cinématique. On peut donc avoir des écarts entre les
résultats obtenus avec les éléments du Code_Aster et des résultats analytiques obtenus en
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3.3.3 Principales conditions aux limites rencontrées [bib1]

Contour

Figure 3.3.3-a: Condition aux limites pour un élément de plaque

Les conditions aux limites fréquemment rencontrées sont regroupées dans le tableau qui suit. Elles
sont données pour la cinématique de Hencky dans le repére défini par s et la normale extérieure a la

plaque :
Encastrement | Support simple Bord libre | Symétrie par rapport a| Antisymétrie par
un axe s rapport aun axe s
u=0, u, =0, u, =0, ug =0,
V=0, W =0, g, =0. w=0,
w =0, 6, =0 8, =0.
6, =0,
g, =0.
@ =0, @ =0, @ =0, @ =0,
Xs =0. @ =0, @ =0, Xs =0.
@ =0, Xn =0.
Xs =0,
Xn =0
Up =un, +vn,; Ug =-uny +vn,,

6, =6,n, +6,n,; & =-@n, +4n,,
@ = @ng +2 @nn, + ¢ng,
= —@gnyny + (Ry(ng _ni) + @nyny,

— 2 2
Xn = XxNx T2XxyNyNy +XyNy,

avec .

— 2 2
Xs = ~XxNxNy +Xxy(nx _ny) TXyNxNy.
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Remarque : on a
ﬁn =95'

4 Discrétisation numérique de la formulation variationnelle
issue du principe du travail virtuel

4.1 Introduction
En exploitant la loi de comportement, le travail virtuel des efforts intérieurs s'écrit (avec H,,¢ =0

jusqu’au [84.4], ce qui n'enléve rien a la généralité des résultats suivants, mais permet d'alléger les
notations) :

Wint =J'(53Hme + OKH¢ K + OJH o Y)dS
S

0y, 0O 0 g, O

oY% g o P g + B0
avec:e=0 v, Ok=0O Byy gy = ’BE
y

By +v By v, DNy

Il en résulte que les éléments de plaque sont des éléments a cing degrés de liberté par noeud. Ces
degrés de liberté sont les déplacements dans le plan de I'élément U et V, hors plan W et les deux

rotations [y et fB .

Les éléments DKT et DST sont des éléments isoparamétriques triangulaires. Les éléments DKQ, DSQ
et Q4y sont des éléments isoparamétriques quadrilatéraux. lls sont représentés ci-dessous :

Figure 4.1-a : Eléments réels
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Les éléments de référence sont présentés ci-dessous :

'l 'l
(0.1),3 (-11) (L,1)
4 3

1 2
(0,0) 1,0) ¢ 3

1 2
(-1,-1) (1-1)

Figure 4.1-b : Eléments de référence triangle et quadrangle

On définit le repére réduit de I'élément comme le repére (&,n) de I'élément de référence. Le repére local
de I'élément, dans son plan (x,y) est défini par I'utilisateur. La direction X1 de ce repére local est la
projection d’une direction de référence d sur le plan de I'élément. Cette direction de référence d est
choisie par I'utilisateur qui la définit par deux angles nautiques dans le repére global. La normale N au
plan de I'élément (12013 pour un triangle numéroté 123 et 12 014 pour un quadrangle numéroté
1234) fixe la seconde direction. Le produit vectoriel des deux vecteurs précédemment définis
Y1=N[OX1 permet de définir le triedre local dans lequel seront exprimés les efforts généralisés
représentant I'état de contraintes. L'utilisateur devra veiller a ce que I'axe de référence choisi ne se
retrouve pas paralléle a la normale de certains éléments de plaque. Par défaut, la direction de
référence d est I'axe X du repere global de définition du maillage.

La différence essentielle entre les éléments DKT,DKQ d’'une part et DST, DSQ, Q4y d'autre part vient
du fait que pour les premiers la distorsion transverse est nulle soit encore y = 0. La différence entre Q4y
et les éléments DST et DSQ vient d'un choix différent d’interpolation pour la représentation du
cisaillement transverse.

Discrétisation du champ de déplacement

Si l'on discrétise les champs de déplacement de la maniere habituelle pour des éléments
isoparamétriques c’est-a-dire :

N N N N N
4= Nt =3 Nviw =S N, B =3 Ny By =3 N

et qu’on introduit cette discrétisation dans la formulation variationnelle du [84.1] il en résulte un blocage
en cisaillement transverse analysé dans [bib1] qui rend la solution en flexion contrdlée par les effets de
cisaillement transverse, et non par la flexion, lorsque I'épaisseur de la plaque devient petite par rapport
a sa dimension caractéristique.

Pour remédier a cet inconvénient la forme variationnelle présentée en introduction est légérement
modifiée de telle sorte que :

Ming = [(&Hme + Ok K+ OH Y)AS = [( 8Hpme + Skl k+ THT)dS
S S
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ou Yy sont des déformations de substitution vérifiant ¥ = Y de facon faible (intégrale sur les cotés de
J

I'élément) et telles que T = H ;Y . On vérifie ainsi que sur les cotés ij de I'élément I(VS - Y,)ds =0
i

avecys =Wg + 3.

Deux approches sont alors possibles; dans la premiére, celle de I'élément Q4y, on utilise la
discrétisation bilinéaire des champs de déplacement et le fait que Y est constant sur les cotés de

I'élément. Les relations sur les cotés ij permettent alors d’exprimer les valeurs de ¥ sur les c6tés en

fonction des degrés de liberté de flexion. Dans la seconde approche, qui est celle des éléments du type
DKT et DST, on utilise la formulation faible du paragraphe précédent qui permet de lier la flexion aux
efforts de cisaillement pour en déduire l'interpolation des termes de flexion.

4.2.1 Approche Q4g

Elle repose sur la discrétisation linéaire des champs de déplacement présentée ci-dessus :

N N N N N
4= 3 Nt =3 Nvw =S N B =3 NiB By =3 N,

ou les fonctions N; sont données ci-dessous.

N(=L.n)
n Q4y i=1a4

4 3 1
Ny(Em) =4 @-E)a)

1
] N, () =5 (1+€)(1-)
N (€)= (+E)a+1)

1 2

N (6 = -6 +)

Fonctions N; pour les éléments Q4y

Remarque :

On note aussi Ni(f,n)=%(1+frf)(1+r]in) avec (§.&,63.6,) =(-111-1) et
(M,N2.N3.114) = (-1,-111).
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4.2.2 Approche DKT, DKQ, DST, DSQ

Comme T, = My, + My, et T, =My,

en fonction des dérivées secondes de B, et B, par I'intermédiaire de deux équations d'équilibre interne
et de la loi de comportement en flexion. La discrétisation retenue pour (3, et By, telle que [ est

+ M,y x et M =H;k on en déduit que y est défini

quadratique sur les cotés et Bn linéaire, fait alors intervenir des fonctions de formes quadratiques
incomplétes sous la forme :

N 2N N 2N
k=1 k=N +1 k=1 k=N

ou Cy et Sy sont les cosinus et sinus directeurs du cété ij auquel appartient le nceud k définis par :
1/2
— — . — _ . i ) 2
Cy =xiIL =(x; = %)/ Lis Sy =y /L =(yj —yi)/Le; Ly —(in +in) :

Remarque :

Introduire la discrétisation précédente revient a rajouter comme degrés de liberté a I'élément des
rotations ay au milieu des cotés k de I'élément. En effet, les rotations 5 et 3, telles que :

ﬁ:ﬁzﬁg —SC%E

sont quadratiques pour BS et linéaire pour Bn avec :

Bs =(1-5") B +s'Bj +4s'(1=8") 0 ; By =(1-5") By +s'[j ot 0<s"=s/ L <1.

1. 1
On observe ainsi que : By = B (s' = E) = E([gl + ) +a.
j
C'est la relation I(VS —¥;)ds =0 avec y, =W + 3 qui va permettre d'éliminer les degrés de
i

liberté supplémentaires et de les exprimer en fonction des déplacements et des rotations nodales.

Bsk st

Variation de [3s Variation de

Figure 4.2.2-a: Variations de f3; et 3,
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N;(i=1,n) Pi(i=n+1,2n)
DKT,DST i=1a3 i=4a6
, Ni($nm) =A =1-¢ = P4 (&) =48
1N Na (&) =& Py (&.1) = 4€n
N3(&.m) =n Pe (£,17) = 4n)
1 4 2 3
DKQ,DSQ i=1a4 i=5a8

i 1
I Ny(Em) =5 - -n)
1
e | NaEm=garou-m
| N (€)= (1+6)(1+7)
1 5 2

N (€)= 5 (1-E)(a+0)

P(E) = (1-€2)(01)
Py (&) =5 (-0 2)(1+6)
P (&) =5 (W-E7)(L+)

Pa(E:1) = (1-12)W+E)

Fonctions N; et P; pour les éléments DKT,DST,DKQ,DSQ

4.3 Discrétisation du champ de déformation

La matrice jacobienne J(&,17) est:

En outre
Sacyc:

Oj J1o O _ 10J
E%(D:jmé;tmavecj:H!ll !IZH=J 1=—B_ 22
Sﬂ_yg % o1 22 JO-Jdn

n

‘Jll

HOU J= detJ - ‘]ll‘]22 J12J21

On rappelle que le champ de déplacement est discrétisé par :

N

wH
N (€, E“Det [BX
BH Z ) NE

2N OE

H
=5 N EDBu T+ Y Pac @Ml le terme entre

KNP (Em)

crochets étant présent pour les éléments du type DKT, DST , mais pas pour les éléments Q4y.
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4.3.1 Discrétisation du champ de déformation membranaire :
N ) N K
€xx =Ux = Z Ny x(&mu” = Z(jllNk,f 12 Nip)u™,
k=1 k=1
N ‘ N K
ey =Vy = > Niy (EmVv* =3 (JzaNig + 2Nk V™
k=1 k=1

N
e =UyHVy =) Niy (Emu +Ny (€ v
k=1

N
= (jaNyg + Joa N U + (i Ny g + 1o Ny p V6
k=1

Soit sous forme matricielle :

EeXX E N D-Ik |:|
Uey, U= ZBmk Ug ot Uy = H/ Hest le champ de déplacement membranaire au noeud K
0 k= k
e, 0
et:
HitNig + i2Ni 0 H

Bmk =B 0 JzaN g + J2a Ny 0
OizaNk e +J22Nky  J1aNk s +J12Ny s O

[

Il
(I
<
[ ==Y

@200
2o

La matrice de passage des déformations membranaires au champ de déplacement U,

dans le plan de 'élément s'écrit ainsi : B y3xon) = (B mi B mn )

4.3.2 Discrétisation de la distorsion transverse
4.3.2.1 Pour les éléments Q4g

On discrétise linéairement le champ y constant par coté de telle sorte que :

-0 1, 140 340
/.0 O yeo t ye U
VE:EKEE: 2 2.0

I
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+1
I(Vg —(Wg +3))d&=0;
- . -1
En utilisant alors les relations : " ,
I(Vn _(W,n + ﬁ]))dl’] =0
-1
Ij _ 1
vi = 5 ~wi + By + By
on établit que : pour (ij)=(12,34) et (kp)=(23,41).
kp — .
Yn' = (Wp Wy + By +Bik);
En reportant les deux résultats ci-dessus dans I'expression de )75, on établit que :
DW]_ 0
U
DBEI il
I E[%B B: = (B B.y )
=[_"U=B%Uzou Uz = : et B = 71,0+, B}
y V0 oedee e A, £ & &N
o NDO
EBgN U
e 0
CN &N 0 O
avec B g :ENk’E k"kd L.
k. 0  mNy,O
LWq

[N Ny sJd Ny sd1o O
BE:(Bgl,“',B{N)aVeCBEk:ENk’E T ke Tz g
kn MNgpdar MeNygp IO
0 O ¢ .
Finalement : g Jll JlZB/ Bcut avec Beoxang = JBs.
J22

yD 21

et
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4.3.2.2 Pour les éléments du type DKT,DST

En ce qui concerne les distorsions transverses on déduit de

Ty =My * My et T, =My, +M,, , avec M =HK que T=H¢ By ou:

2 = (BX.XX Bay Boy Box By /%hxy)et
_ H H 2H H H H,, + H:x O
Hi = B_|11 33 13 13 23 12 335 ou les Hij sont les termes (i,j) de
13 H23 H12 + H33 H33 H22 2H23

H;s.
N 2N N N
Bx,xx = Nk,xx (E1n)Bxk + Z ka,xx (Evn)ak :Z Nk,xx(En ﬁxk + (jlzlpxk,ff +2jllj12 ka,En +j122 ka,nnp k?
Sl KENH Si k=N
N

N 2N N

Bx,yy = kz—l Nk,yy (E!”)Bxk +k—% 1ka,yy (E’n)ak = kz—l Nk,yy (E n ﬁ xk ﬁ(; szzlpxk,fé +2j21j22 ka,fr] + J222 kann )ak’
N 2N

ﬁx,xy = Z Nk,xy (Eirl)ﬁxk + Z ka,xy(f!n)ak
k=1 k=N +1

N N

= kz—l Nk,xy (E!”)Bxk +k—% 5j11j21 ka,{.{ +[j11 j22 + j12 j21]ka,£r7 +j11j21 ka,nn )ak’
N 2N N N

ﬁy,xx = Zl Nk,xx (Ein)ﬁyk +k;+lpyk,xx (Einpk = Zl Nk,xx(g /7 ﬁ yk +k:%+$ lelpyk,fé +2]11]12 Pyk,{n +1122 Pyk,rmp k
N 2N N N

By = kzzl Ny (&:MBy +k;+lpyk,yy(€"7)ak = kZ:l N ,y€nB +k;+$j221 Picee T2J01d2 Py + in Poc.nn )0k
N 2N

By,xy = Z Nk,xy(Eir’)Byk + Z Pyk,xy (Einpk
k=1 k=N+1

N N
= kz Ny 5 (5,ﬂ)ﬁyk +kz (j11j21Pyk,E§ [y Joo + ool Pien +j11j21Pyk,l7n)ak
=1 =N+1
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soit encore sous forme matricielle que :

o
g

— X, X D
T=H, Y=
y,xxl:l

e

<

EO jllek,EE + 2] 0N + jlzsznn 0 %
0 jzlek,zg + 2]y Ny gy + jzzsz,nq 0 %\N 0
F gD el e #leladNus *ulaloy ) o s
&0 0 3N ee 2011 J1o Ny gy + 12Ny H%X H
% 0 jzlek,gg +2]p 0 Nygy + jzzsz,nn :
0 JudauNeee +lundze + hizdulNeg, + j11j21Nk,Im§
0GRk 2iaiP + i)
O Ck(jzzlpk,ff +2]51 )0 Pk,fr] + 1222 Pk,rm) O
+H, & a, %k (Jiida Pk.,g;f +[j11j22. +.j12j21] Pk,.f.nz +nda P Im)D
k&R B Sc(uPee +21ulnPeg + i Pk,lm) O
5,

. L . 0
S, (i51Pegs 210000 Pregn * iz Prn) %
(111121 k,&& +[111122 + 112 121] Pk &n + 111121 knn)

[CkPk,E{D
DW 0 %kPkJmD
N OO0 an I:kakED N 2N
¢ D P B, O+ HfTZBS P’nﬂxk=HfZPm(Um(+HfT2 > Taa, =HP Uy +HT,T,a =B U, +B
k=1 Eb B k=N +1 k Mk O k=1 k=N +1
Vk @ P
k k,nn%
kPk,En
.2 .2 - -
2 U
\ 1, 00 D 111 1122 !11].12 m
ot Ty = (Te(n+1y - Tean) et Tp = Ho t Havectz =0 % 122 2J01)0 O
l11do1 Ji2doe  Juda +1121215

i

Nous utilisons alors la relation I(Vs —¥s)ds =0 avec y, =W + 3 pour chacun des cotés ij de
i

I'élément qui permet d’'obtenir les ay puisqu’elle s’écrit encore :

L, 2 o
Wi —Ww; +7(Ckﬁxi +Sy Byi +Cy By +Sk Bj) 3 L =LyYg ot

.« =(C. S)VY=(C, S)HLT=(C, S)H; [BsU B, 0l
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La relation ci-dessus s’écrit encore sous forme matricielle : Ay =AU 45

|:LN+1 0 0 E ELN+1CN+1 I-N +lSN +1E

20 o
avec: A, :§D 0 . 0 oo : : He Bea
Ho 0 Ly HLowGon  LonSan
et:
% 2 LyaChu LyaSva 2 LyuCya LyaSye O 0 0 E
|:|0 0 0 =2 I‘k+1Ck+1 I—k+1Sk+1 2 Lk +1Ck + Lk +1Sk+1 UJ
BO 0 0 0 0 0 =2 Ly Couna L2N—1SZN—1B
1 02 Loy Con Loy San 0 0 0 0 U
Av=20. o 0 0 0
N N
é 2 LinaCona LinaSova é
- =2 LonCan LonSan
ELN +1CN +1 I—N +1SN +1E
+D m;tchB

ELZNC:ZN LZNSZN E
Ainsi 0 = AgU ;g avec Ag = AZLA,, . ce quiimplique T = [Bs +BAglU ;.
Remarque :

Pour les éléments DST, cette expression se simplifie un peu puisque Bcﬁ =0 du fait de la linéarité des

fonctions de forme N, (k=1,2,3).
Cette expression est plus simple pour les éléments DKT et DKQ puisqu'’ils sont sans distorsion transverse,

o o o o o

100
cest-a-dire ¥ =0, ce quiimplique A, =0 "-. 0 et
B o 1H
%—Z/LNH Cn#1 Snu 2/Lyyg Cnwy Sna 0 0 0
o O 0 0 -2/Ln G Skn 2/ Cu Ska
B 0 0 0 0 0 0 -2/Lynag Cona Sona
A :_EDZ/LZN Con  Son 0 0 0 0
vooag 0 0 0
g-- 0 0 0
é 2/ LN Cona Sona
=21y Coy SoN

On remarque aussi que pour les éléments DKT I'expression des efforts tranchant est calculée a partir de
I'équilibre et non pas a partir du comportement (en partant du comportement on trouverait une valeur nulle
des efforts tranchants ce qui ne permettrait pas de réaliser I'équilibre !). Il en résulte d'apres le 83.1.1 des
contraintes de cisaillement transverse non nulles dans I'épaisseur de la plague que 'on soit en formulation
DKT ou DST.
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4.3.3 Discrétisation du champ de déformation de flexion :
4.3.3.1 Pour les éléments Q4g

La relation liant les déformations de flexion au champ de déplacement de flexion s’écrit :
N N
Ko =Bux = J1bre +i12Ben =Jir D NieBu +iz D NipBas
k=1 k=1
N N
Ky =Byy = iabBys * 2By = leklek,.»fﬁyk *2 I(ZlNk,nﬁykv
N N
2Kyy =By x *Bxy = i11Bys th2Byny tianbe *i2Bp =121Z NieBu *ia Z Ny nBxk
k=1 k=1

N N
+ 11> NieByc +i12 D Ny By
k=1 k=1

Soit encore sous forme matricielle :

] i
0Ky 0= Z BayUgouUg = EBXk Breprésente le champ de déplacement de flexion au noeud k,
&nyB K=t myk il
avec
i1 Ny g+ i N 0 R
g) JitNg e T Ji2 Nk g 0
By =00 0 J2aNg e + 22Ny p O
JotNg g +J2o Ny JuaNg e + 2Ny O
aw; O
o, - O
DBX]. [l
Prn
La matrice de passage du champ de déplacement de flexion U =[] : [] aux déformations de
Oy g
oNDO
me O

By

flexion s'écrit alors : Bt13xgn) = (B1,- Bn)-
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4.3.3.2 Pour les éléments du type DKT, DST :
La relation liant les déformations de flexion au champ de déplacement de flexion s’écrit :
N 2N N 2N
Ky = ﬁx,x = Jllﬁx,f + JlZﬁx,r] = Jll(z Nk,EBxk + Z kafak) +112(Z Nkn ﬂxk + Z kan ak)a
k=1 k=1

k=N+1 k=N +1
N 2N

2N N
Ky =Byy = inBys t122Byny = j21(z Ny eBy + Z Py £0k) +j22(z NinBy + Z Pyic.n k)
k=1 k=N+1 k=1 k=N+1

2Kyy =Byx * By =By ti2Byn Tiabe tinby =

N 2N N 2N N 2N
2000 NieBa+ D Pacei) + 2 (D NinBuc + D Pacn@i) +itn(Q Ny eByc + D Pyiey)
k=1 K=N+ = k=N 4 = K=N+

N 2N
+ 12 NinByc + D Py ).
k=1 KN+

Pour les éléments DKT, DKQ :

Sous forme matricielle la relation précédente s’écrit aussi en introduisant la relation a = ABU g

Uk B H !'nBﬁxg + 1:128an H
Ok, 0= B J21Bpys + 122B gy EUf =Bt[axanjU+t ou
nyH (h1Bpaye + J12Bgyn + J21B pre + 522B pen 0
aw, O
0, 0
Dﬁxl U
P
U; =0 * [Oreprésente le champ de déplacement en flexion pour I'élément avec :
Oy, O
ON O
me 0
HgyN H
6PN+1,6Cn+1 BPon £Con 3
B g = ( TETIN Nyg ‘Z(PN+1,EC§|+1 +Pyn£Con ),
+

3
_Z(PN+1,ECN+1SN 1+t PN gConSon )i
6PN+, eCnvk BPN+k-16Cnk-a

3 2 2
Ny ¢ _Z(PN+k,ECN+k + Pyak-16CN+k-1)s

ALy 4k AL +k-1
3
_Z(PN+k,£CN+kSN + T PN+k—1,ECN+k—1SN +k —1)1'"
(k=2,..,N))
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_ 6PNt1nCnat 6PN Con
B gy = B
4L+ 4L,\

3 2 2
N _Z(PN+1,I7CN+1 +Ponp Can ),

_Z(PN+1,I7CN+1SN 1 T PonpConSan )y

6PN+, CNn+k BPN+i-17 Ok

2 2
Ny _Z(PN+k,nCN+k + PN k17 CN +):

AL+ ALN 1k
3
_Z(PN+k,nCN+kSN skt PNk 17 Cn o aSN w 4)
(k=2,...N))

6PN11sSN+ 6PN £Son
B =( -
4L+ 4L,

: Z(PN+1,ECN+1SN+1 +P,N eConSan),s

3 ) 2
Ny ¢ _Z(PN+1,£SN+1 +PongSoN D

6Pn+k,gSN+k BPNak-16SN+k-1
4I—N+k 4|—N+k—1

v_Z(PN+k,ECN+kSN+k + PNk -1,6CN+k-1S N 4k 1)
N —§(P SZ. +P SZ k)

k,& 4 N+k,& 2N +k N+k-1EON+k-1/»

(k=2,...N))

_ BPNipSna 6PN S
Ban = -
4Ln+ 4L,y

3
, Z(PN+1,r7CN+1SN 1 TP ConSon),

3 2 )
Ny, _Z(PN+1,I78N+1 +PynpSon )

6PN +iaSN+k BPN+k-1S N4k

: Z(PN+k,nCN+kSN+k + Pnak—1,nCON ok 4SN # 4)s

ALy 4k AL k-1
3 2 2
Ny .n _Z(PN+k,nSN+k + Py, SN a)
(k=2,..,N))

Pour les éléments DST, DSQ :

La relation liant les déformations de flexion au champ de déplacement en flexion s’écrit aussi sous
forme matricielle :

N 2N 3
Z BaUta t Z BtakUtak ot U =[Py 0 et Uy =0y représentent le
k=1 k=N+1

BszyH - By

champ de déplacement de flexion au nceud k, de telle sorte que :

Uk., U
DXXD
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a) 1Ny e + J12Ng 0 E
B g =0 0 j21Nk’5+j22Nk,nBet
E) JzaNg e+ 022Ny J1aNg g +j1aNy O
% jllpxk,gc + j12 ka,n %
Btak = B J21Py.e * J22 Py B
Ci1a Py e + J12Pykn + 121Pa.e +122Pacn 0
awy O
0, 0
Dﬁxl U
P
La matrice de passage du champ de déplacement de flexion U ¢ = (U 8 a) avec U g =0 ¢+ Det
0
ON O
me 0
HgyN H
Ua, O
00
a =[] : [Jaux déformations de flexion s'écrit alors :
Hr, H
B

traxan] = (Bigr By s Bia(n+1): - Biaan) = (Btgaxany Bragzxng) -

Matrice de rigidité

Le principe des travaux virtuels s’écrit de la maniére suivante : MWey; = O soit encore en élasticité

5UT K U =FA&J sous forme matricielle ot K est la matrice de rigidité provenant de 'assemblage
dans le repere global de I'ensemble des matrices de rigidité élémentaires.

-----

iﬁt :J‘[é(Hme"'Hmf K) +6K(Hmfe +HfK) +5Wct V]ds =
e
I(M%B;HmBmUm +dJ;B;Hmf Bfo + dJTfBTmef BmUm + CU¥B¥HfoUf

e

+5U-¥B-crHcthU f )ds =
My ([BaHmBndS)Up + AT (JBTH B dS)U +3Un([BpHps B 1dS)U ¢
e € e

+ 5U-¥ (J‘B-g Hmf BmdS)Um
e

+5UTf (J‘BchthdS)Uf :dJLKmUm +dJTfoUf +5J11Kmfuf +(U¥Kfmum +&J¥K0Uf
e
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avec K = K¥m.
. U,0
Ceci s'écrit encore : Wi, = (dJm, A ¢ )KaJ Clou
f O

K 5 nizN2n] i 2nn) O est Ia matrice de rigidité de élément
x = T est la matrice de rigidité de I'élément.
BN ™ A e ranany K anang * Kegansang O

4.4.2 Matrice derigidité élémentaire pour les éléments DKT, DKQ

Puisque la relation ¥ =0 est satisfaite, on peut écrire :
int = [ ®(Hme +Hpy k) +OK(Hpre +H ¢ K)dS =

e
J.(dJIwB:\;HmBmUm +dJ-nr18-nr1Hmefo +dJ-¥B1f-HmemUm + dJ-¥B11‘-HfoUf)dS =
e
O ([BrHnBRdS)Up + AU (JBIH (B (dS)U ¢ + &y ([ByHu B dS)U

e e e

+5U1f-qB1f-HmemdS)Um :dJImeUm +aﬂf-Kfo +dJ:1-1Kmef +dJ-¥KfmUm

e

-l
avec Ky =K.

0 OKm2nxen]  Kmfanxang D
Ceci s'écrit encore : WS = (&J , dJ )K Oou Krenxent =4, T [
it m H—Jf 0 NN A rpanseny Kpanxang O

est la matrice de rigidité de I'élément.

4.4.3 Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DST, DSQ
Wiy, = [ ®(Hpe +Hyy k) +OK(H e +H K) +OTH, ' TdS =
J’(&J;B;HmBmUm + dJ-rl;]B:mefoUf + dJ-gB-If—HmemUm + dJ-iB-If—HfoUf

+ 5U f/}TBIﬁHct_chﬁU B + dJ fBTBI/}Hct_chaa + 5aTB;:rcht _chpU fB +5aTBIcht_1Bcaa)dS =
QUL ([BIH,BLdS)U,, + UT ([BIH B dS)U, + AL ([BIH,B,dS)U, + & ([BIH,B,dS)U,
+5U-¥/3 (J-BI/SHct_chﬁdS)U B + &JIB(J-B-iﬁHct_chadS) a+ 5aT(J’BIaHCt_lBCBdS)U B +5aT (J-BIcht_chadS)a ;

MK U+ KU, + 0, K U, + KU+ &K U+ &K, a+ 3dK U, +3dK , a

fm™~m
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On sait aussi que U ¢ = (U ¢3,a) d'ou il résulte que :

K f11 :J.B-g[;H f B f[;dS,
S

(K K[
K, =0 71 Oavec: K¢, = [Bl:H:B..dS:
f KT, Ko O f12 { gt B fa

_(RrT
Kz = [BigHBdS.
S

— T .
Kmfll _IBmHmf BdeS’
s

K e :(Kmfll Kmle) avec : T
Kmf12 :IBmHmefadS-
S

— T
Kfm_Kmf-
Utilisant le fait que @ = AU (; on en déduit que :
M = AUTK U + DK U 5+ A TK e U+ & K Uy ou:
int mi\mYm Nt Y ip mimf Y i 8N fmYm OU:

K =K Ky +A;(Kf22 KA HK g, K )A, +AT/-3(K¥12 +KI?0{)
Ko =Ko TK A

Ceci s’écrit encore : OW:E, = (dJ dJ )K m U ov
i i : = , u
int m B Eb gl

OKmi2nxen]  Kifenxangd
Kinxsng = He T
K
m

, est la matrice de rigidité élémentaire pour un élément
fianxenN]  K'tanxang O

de plaque.

Assemblage des matrices élémentaires

Le principe du travail virtuel pour 'ensemble des éléments s’écrit ;

nbelem

W, = z AR U TKU oil U est lensemble des degrés de liberté de la structure discrétisée et
e=1

K provient de 'assemblage des matrices élémentaires.

Degrés de liberté

Le processus d'assemblage des matrices élémentaires implique que tous les degrés de liberté soient
exprimés dans le repére global. Dans le repére global, les degrés de liberté sont les trois déplacements
par rapport aux trois axes du repére cartésien global et les trois rotations par rapport a ces trois axes.
On utilise donc des matrices de passage du repére local au repere global pour chaque élément. Or on
a vu précédemment que les degrés de liberté des éléments de plaque sont les deux déplacements
dans le plan de la plaque, le déplacement hors plan et deux rotations. Ces rotations n’étant pas
exactement les rotations par rapport aux axes de la plaque puisque

B (x,y) =6, (x,y), B (X,¥) = =@ (X,y) il faut en tenir compte au niveau de I'assemblage pour

faire apparaitre les bons degrés de liberté 8,;,6; .
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4.4.4.2 Rotations fictives

4.5

45.1

45.1.1

La rotation par rapport a la normale a la plaque est considérée comme n’étant pas un degré de liberté.
Pour assurer la compatibilité entre le passage du mode local au mode global, on rajoute donc un degré
de liberté supplémentaire local de rotation a la plaque qui est celui correspondant a la rotation par
rapport a la normale au plan de I'élément. Ceci impliqgue une expansion des blocs de dimension (5,5)
de la matrice de rigidité locale en des blocs de dimension (6,6) en ajoutant une ligne et une colonne
correspondant a cette rotation. Ces lignes et ces colonnes supplémentaires sont a priori nulles. On
effectue alors le passage de la matrice de rigidité locale élargie a la matrice de rigidité globale.

Dans la transformation précédente, on s’est contenté de rajouter les rotations par rapport aux normales
au plan des éléments sans modifier I'énergie de déformation. La contribution a I'énergie apportée par
ces degrés de liberté supplémentaires est en effet nulle et aucune rigidité ne leur est associée.

La matrice de rigidité globale ainsi obtenue présente cependant le risque d’'étre non inversible. Pour
éviter ce désagrément il est admis d’attribuer une petite rigidité a ces degrés de liberté supplémentaires
au niveau de la matrice de rigidité locale élargie. Pratiquement, on la choisit entre 107° et 107 fois le
plus petit terme diagonal de la matrice de rigidité de flexion locale. L'utilisateur peut choisir ce
coefficient multiplicatif COEF_RI G _DRZ lui-méme dans AFFE_CARA ELEM ; par défaut il vaut 107,

Matrice de masse

Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle
suivante :

+h/2
Migss = [ [pUGIZIS = [ g, (U1 +V & +W &) + fy (U OF +V Of + BB+ B\
-h/2S S
+ps (B.OB, + B, 38)dS
+h/2 +h/2 +h/2
avec P = J' pdz, P = J'pzdz,et o = Iﬂzdz .
-h/2 -hr2 -h/2
Remarque :

Si la plague est homogene ou symétrique par rapport a z=0 alors Oy =0. On considére dans la

suite de I'exposé que c’est toujours le cas.
Matrice de masse élémentaire classique
Elément Q4g

La discrétisation du déplacement pour cet élément isoparamétrique est :

[
1
=~
'u\
(I
N < C
= = ~ =
D]]DD[;DEDD
1
=
=z

Mz
=z
=
]
TEE
I Y
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La matrice de masse, dans la base ou les degrés de liberté sont regroupés suivant les directions de
translation et de rotation, a alors pour expression :

(Mp 0 0 Mgy 0
00 M, 0 0 Myq
M:B 0 0 M, O 0 B
My 0 0 My 0
Ho M. o o0 M;H

avec: My, = [ ppNTNAS, My = [0y NTNAS €t M ¢ = [ oy NTNdS et N'= (NN, ).
S S S

4.5.1.2 Eléments du type DKT, DST

L O Uy, U 0 o O
0o°0 N OkO 2N [ O
Comme [, (0= z Ny (&,n)[By O+ z [Py (§,m 0 ot a = AgU ¢5 on en déduit que :
B0 = By TR EMT
gve wgNe@m 0 0 Mg
B 0= Z Nigw (6:17) N (€.7) Ny € 7)) OBy O
ByH NG (Em) N @) Nigy € 1By

La partie membrane de la matrice élémentaire de masse est du méme que pour Q4y avec k=3 au lieu
de 4 dans N. La partie flexion se compose des blocs kp ( kiéme ligne et pieme colonne ) suivants :

%\Ikwapxw+Nkwapyw+pmeNp/pf kawprx+NkyWprx kawpry+Nkwapny
pr kaprxw+Nknypyw kaprxx+Nknypyx kaprxy+Nknypny
N Nioy N paw + Ny N oy Niy N pex + Nigy Npy - Nigy Ny + Nigyy Nopyy [0

45.2 Matrice de masse élémentaire améliorée

Comme la fleche d'une plaque en flexion peut difficilement étre représentée par une approximation
linéaire, on peut enrichir les fonctions de forme pour les termes de flexion. Cette approche est utilisée
dans le Code_Aster pour les éléments du type DKT, DST et Q4y ou les fonctions de forme utilisées
dans le calcul de la matrice de masse de flexion sont d’ordre 3. L'interpolation pour w s’écrit ainsi :

N
W= Neegna(EmWi +Noegyn 2 €MW g +Nieayn € 7)W
k=1

Manuel de Référence Fascicule R3.07 : Eléments mécaniques a surface moyenne HI-75/01/001/A



Code Aster”

Version 50

Titre : Eléments de plague DKT, DST, DKQ, DSQ, Q4g
P. MASSIN

Auteur(s) :

12/01/01
35/54

Date :

clé: R3.07.03-A Page:

ou les fonctions de forme sont données pour le triangle et le quadrangle dans le tableau suivant :

; DKT,DST DKQ,DSQ,Q4y
n
3 4 7 3
6 5
1 4 2 & 8T 6 g
1 5 2
Interpolation A=1-&-n i=1a12
pour w i=1a9

N1 (£,7) =3A% —24° +2nA
N, (&) =A% +énA 12
N3(&,1) =A% +EnA 12
N4 (&) =32 -2 +2%n)
N5(&,n) =& (-1+&) ~nA
Ng(&,n) =&°n +énA 12
N, (&n) =3% -2 +2nA
Ng(&,n) =n°E +&nA 12
Ng(&n) =n?(-1+n) ~En

Ny(Em) =5 A-Oa-MER €2 12 < )
N () =3 1-Oa-n) =)
No(&.) =5 -EX-M)a 0 ?)

Ny (6 =5 W+a-ME2 €2 12 € )
No(€.) = -5 (46171 <)

N6 (€)= 5 (L+E)a-7)1-n°)

NP () =3 A+ OAm)2 €2 72 € )
No(€,1) = =5 W)L )L £2)

No (€)= =3 @+ )L ?)
Nio(&m) =5 -EXa+m)2 <2 12 € )

Ny (&) = - m)A-£2)

Nia (€)= (-9 +ma-1?)

Fonctions d’interpolation pour la fleche des éléments DKT,DST,DKQ,DSQ et Q4G,
en dynamique et en modal.
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4.5.2.1 Eléments du type DKT

On sait que dans I'approximation de Love-Kirchhoff on a BX = ~W, et By =-W, en tout point de
I'élément.
Du fait de la discrétisation énoncée ci-dessus on a :
N
W= Nuyna(Emwie + (N gyn+2€En) +IpN ayn s € M)W +(IoNgcayn 2€ 1)
k=1
+ 322 Ny N+ (E MW i
DN |:| Eull \]12 k D
puisque : U o L= Eh 0
Wk O o1 I yk O
Ceci s’écrit encore :

N
W= NN+ (EmMWie + Nicyn 2 €mBu + Niayn € 118
k=1

N (k-yn+1(€:17) = Nyn a(€.)
ot : Ni-gyn+2(6:11) = =J1Ngayn+2€1) =IaNg N € 1) -
N-yn+3(61) = =doNgayn+2€1) =IoNwayn s€ 1)

En ne tenant pas compte des effets d'inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

M, o oO

Ol 0

M=g0 M, 0 gou M; =J'pmN’N’dS.
O U S
DO 0 MfD

4.5.2.2 Eléments du type DST

On sait que pour ces éléments on a f, =V, —W, et By =Yy Wy ou la distorsion ¥ est

constante sur I'élément.

Comme :

N
W= Negna (MW +QuNgeyn2Em) + 3N yn s € N1)IW +Q2Nw yn 2€ 1)
k=1

+ 320 N -y n+3 (S MW i
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on peut aussi écrire ;

w = Z N (k-mn+1 (& MW + Nieyn+2 €8x + N gyn 3€ 178 y

+(311Vx +J12 Yy )EN oy +2 (6 1) +(J21 Vi 22 V) EN (qyn43( 6 1D

Nik-1yn+1($:1) = Ng—gyn 41(€.17)
ot Nig—pyn+2(6:1) = =JiN-yn+2(€:1) = IatN qyn € 7).
Nik-1yn+3(6:17) = =I1aNgeayn +2(€.1) = Io N ayn € 17)

N
INw-pn+(Em) =D Ngeyna€n)
k=1

N
SN k-yn+2 (&) = > Ngcgn+2@En)
k=1

N
IN-yn+3(Em) = Ny @)
k=1

mpcls I Wl

Dﬁxlm Dﬁxlm

7.0 B e
et 1 O=H,"[B,+B,A;]0: O=T,0: 0.
oNO OND

meD waD

%yNE %yNE

On obtient alors I'interpolation pour w :
W= Nigynaa (EMWi + Ny €nBu + N ayn €18
k=1

N(c-yn+(6m) = Niyna(€.n) +
(JllTyw(lv(k -1)N +1) +J12va(2,(k -)N +1))ZN(j—1)N+2 (&n) +
(Io1 Ty (L (K=DN +1) + 35Ty (2, (k ~DN +D)IN (j_p 43 (E:7)
N (-yn+2(6:1) = Ne-gyn+2(§,17) +
o : (I T (L (K =DN +2) + 33T (2, (K DN +2))IN iy 2 (E17) +
o T (L (K=DN +2) + 35Ty (2,(k =N +2))ZN 1y 13 (E:17)
N (-yn+3(€:1) = N(pyn+3(€) +
(JllTyw(lv(k -1)N +3) +J12TWV(2,(k -1)N +3))ZN(j—1)N+2 (&,n) +
(Jo1 Ty (L (K=DN +3) + 35T (2, (K “DN +3))IN gy 43 (E.1)
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En ne tenant pas compte des effets d'inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

Mn 0 04
M=00 M, Ogoqu:'S[pmNNdS.
0o 0 M

4.5.2.3 Eléments du type Q4g

On procede de la méme fagon que pour les éléments du type DST mais avec :

45.2.4 Remarque

On néglige dans l'expression de la matrice de masse €élémentaire les termes d'inertie de

rotationIpf (,BX o + [i, 5@ )dS car ces derniers sont négligeables [bib3] par rapport aux autres. En
S

effet un facteur multiplicatif de h?/12 les lie aux autres termes et ils deviennent négligeables pour un

rapport épaisseur sur longueur caractéristique inférieur a 1/20.

4.5.3 Assemblage des matrices de masse élémentaires

L'assemblage des matrices de masse suit la méme logique que celui des matrices de rigidité. Les
degrés de liberté sont les mémes et I'on retrouve le traitement spécifique aux rotations normales au
plan de la plaque. Pour des calculs modaux faisant intervenir a la fois le calcul de la matrice de rigidité
et celui de la matrice de masse, il faut é)rendre une rigidité ou une masse sur le degré de rotation
normale au plan de la plaque de 10°% & 10° fois plus petite que le plus petit terme diagonal de la matrice
de rigidité ou de masse pour les termes de flexion. Cela permet d’inhiber les modes pouvant apparaitre
sur le degré de liberté supplémentaire de rotation autour de la normale au plan de la plaque. Par
défaut, on prend une rigidité ou une masse sur le degré de rotation normale au plan de la plaque 10°
fois plus petite que le plus petit terme diagonal de la matrice de rigidité ou de masse pour les termes de

flexion

4.5.4 Matrice de masse diagonale lumpée

L'utilisation d’une matrice de masse diagonale lumpée présente deux avantages : elle est plus simple a
mettre en ceuvre numériqguement et elle converge mieux. Cependant les résultats sont moins bons

gu'avec le schéma classique pour lequel I'erreur est minimale [bib5].
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La matrice de masse est rendue diagonale, pour les degrés de translation, suivant une technique de
lumping proche de celle développée par Hinton [bib6]. L'avantage de cette méthode est de toujours
produire des coefficients de masse positifs, contrairement a d’autres méthodes comme la sommation
des termes en colonne [bib5]. On utilise les coefficients diagonaux de la matrice de masse élémentaire
dans le repere global en s’assurant que la masse totale est bien représentée dans chacune des trois
directions de translation :

vi =

ou My, My;, M; sont les termes diagonaux de la matrice de masse élémentaire dans le repére global,

m, 00

dans chacune des trois directions de translation. La matrice de masse obtenue: m = HO

Mg
oo
avec my =00 my 0 get mg =0 estdiagonale.
Ho o m,H

z

Remarque :

La création d'une matrice de masse diagonale dans les directions de rotation avec une technique
analogue a celle des termes de translation (les coefficients Q; sont alors les coefficients
précédemment définis dans les trois directions X, y et z) est inappropriée pour I'analyse modale et
les résultats obtenus sont pour le moment meilleurs avec une matrice de masse diagonale réduite
aux seuls degrés de translation. Se pose alors le probléeme de l'utilisation de cette matrice en
dynamique, lorsqu’il faut inverser la matrice de masse. On envisage donc pour le moment de
rendre diagonaux uniquement les termes de translation et de conserver une matrice de masse
Mg complete pour les termes de rotation.
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Intégration numérique pour I'élasticité

Pour les éléments triangulaires DKT, DST ou [H] est constant, les matrices de rigidité sont obtenues
exactement avec trois points d'intégration de Hammer puisque [B] est linéaire en &,n.

Cordonnées des points Poids w

& =1/6;n, =1/6 1/6

é =213n, =1/6 1/6

& =1/6,n3=21/3 1/6
11-¢ n

[ [y n)dnds = izla%y(éyrf.)
00 B

Formules d’intégration numériques sur un triangle (Hammer)

Pour les éléments quadrangle une intégration de Gauss 2x2 est utilisée.

Cordonnées des points Poids w
& =1/3;n, =1//3 1
& =1/3;n, =-1//3 1
& =-1/3;n; =1/~/3 1
& =-1/3;n3 =-1/+/3 1
11-¢ n
{ '([y(f,n)dndf = 2 @y(E.n)

Formules d’intégration numériques sur un quadrangle (Gauss)

Intégration numeérique pour la plasticité

L'intégration sur la surface de I'élément est complétée par une intégration sur ['épaisseur du
comportement puisque :

+h/2 +h/2 +h/2
Hy = IHdZ Hpe = I Hzdz , H; = IHZZdZ ot H est la matrice de comportement plastique
-h/2 -h/2 -h/2

locale.

L’épaisseur initiale est divisée en N couches d’épaisseurs identiques. Il y a trois points d’intégration par
couche. Les points d'intégration sont situés en peau supérieure de couche, au milieu de la couche et
en peau inférieure de couche. Pour N couches, le nombre de points d'intégration est de 2N+1. On
conseille d'utiliser de 3 a 5 couches dans I'épaisseur pour un nombre de points d'intégration valant 7, 9
et 11 respectivement.

Pour la rigidité, on calcule pour chaque couche, en contraintes planes, la contribution aux matrices de
rigidité de membrane, de flexion et de couplage membrane-flexion. Ces contributions sont ajoutées et
assemblées pour obtenir la matrice de rigidité tangente totale.
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Pour chaque couche, on calcule 'état des contraintes (GXX,Oyy,UXy) et 'ensemble des variables
internes, au milieu de la couche et en peaux supérieure et inférieure de couche, a partir du
comportement plastique local et du champ de déformation local (‘gxx 1 Eyy gxy) _Le positionnement des

points d'intégration nous permet d'avoir les estimations les plus justes, car non extrapolées, en peaux
inférieure et supérieure de couche, ou I'on sait que les contraintes risquent d’étre maximales.

Cordonnées des points Poids w
51 =-1 1/3
52 =0 4/3
53 =+] 1/3
1 n
[y(&)dé = iZlaw(é,f}.)
] =

Formule d’intégration numérique pour une couche dans I'épaisseur

Remarque :

On a déja mentionné au [82.2.3] que la valeur du coefficient de correction en cisaillement
transverse pour les éléments DST, DSQ et Q4y était obtenue par identification des énergies
complémenatires élastiques apres résolution de I'équilibre 3D. Cette méthode n’est plus utilisable
en élasto-plasticité et le choix du coefficient de correction en cisaillement transverse se pose alors.
La plasticité n'est donc pas développée pour ces éléments.

4.8 Discrétisation du travail extérieur

La formulation variationnelle du travail extérieur pour les éléments de plague s'écrit:

Wyt =J’(fxd-l+ fyd +f, av+m, 6f +my Of3)dS +I( @O+ YW+ @0+ OB+ (U PNls
S Cc
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En tenant compte d’une discrétisation linéaire des déplacements, on peut écrire pour un élément :

ext = j(f N (&m)auy + T, Ny (&) + Ny (€.m)ow,
k=1g

+myNy (£.7)8B 4 +my Ny (€,7)0B,)dS

+I((&Nk(5'7)d*k+%'\'k(5’7)5’k+49Nk(5’)‘§"k

+(;1)(Nk(€yn)53xk + 1y Ny (6,738, ) ds

=g§f|\1 €nds+j¢x (£,n)ds | If Ny EndS+IqoyN En)
JfiN fnds+j(pz (&.n)ds ! (5!7dS+_[le ((En)ds

[my Ends+juy «(En)ds )5Uﬁ
S :

== U

7\_(D

La formulation variationnelle du travail des efforts extérieurs pour I'ensemble des éléments s’écrit

alors :

nbelem

MWyt = Z S =FIU =ATF ou U est l'ensemble des degrés de liberté de la structure

discrétisée et F provient de I'assemblage des vecteurs force élémentaires.

Comme pour les matrices de rigidité, le processus d'assemblage des vecteurs force élémentaires
implique que tous les degrés de liberté soient exprimés dans le repére global. Dans le repére global,
les degrés de liberté sont les trois déplacements par rapport aux trois axes du repére cartésien global
et les trois rotations par rapport ces trois axes. On utilise donc des matrices de passage du repere local

au repére global pour chaque élément.

Remarque :

Les efforts extérieurs peuvent aussi étre définis dans le repére utilisateur. On utilise alors une
matrice de passage du repére utilisateur vers le repére local de I'élément pour avoir I'expression de
ces efforts dans le repére local de I'élément et en déduire le vecteur force élémentaire local

correspondant. Pour I'assemblage on passe alors du repére local de I'élément au repére global.
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4.9 Prise en compte des chargements thermiques

4.9.1 Thermo-élasticité des plaques

La température est représentée par le modéle de thermique a trois champs suivant [R3.11.01] :
T(xy , x3) = Tm(xy). Pl(x3) +T5(x y). P, (x3) +T! (x y). P3(x3) ,

avec : Pj(x;) : les trois polyndmes de LAGRANGE dans I'épaisseur : ]— h/2,+h/ 2[ :

Pl(xg):l—(2x3/h)2 ; Pz(xg) :Xh—3(1+2x3/h) ; Pg(xg) = —%3(1 —2x3/h) ;

A partir de la représentation de la température ci-dessus, on obtient :

» latempérature moyenne dans I'épaisseur :
'IT(xy) = %f://;T(xy, xg,)dx3 :%(4Tm (x y) +T S(x y) +T! (x y)) ;

« le gradient de température moyen dans I'épaisseur :

'f(xy) :rll—zf://zzT(xy,xg)xgdxg =Ts(x y)—Ti(x y) ;

Ainsi la température peut étre écrite de la fagcon suivante :

T(xy , x3) = f(xy) +f(x y). X3 /h +f(x v X3)telle que :

J':fzf(xy,x3):o ;J'Ij:lfzx3f(xy,x3)=o_

Si la température est effectivement affine dans I'épaisseurona, T =0.

Le Code_Aster traite trois situations thermo-élastiques différentes, ou les caractéristiques
thermo-élastiques E , V, a ne dépendent que de la température moyenne T dans I'épaisseur :

* e cas ou le matériau est thermo-€élastique isotrope homogéne dans I'épaisseur ;

e le cas ou la plague modélise une grille orthotrope (aciers d’armatures de béton) ;

» e cas ou le comportement de la plaque est déduit d'une homogénéisation thermo-élastique,
cf. [bib7].
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Pour les éléments de plaque en thermo-élasticité, les effets thermiques sont pris en compte par
l'intermédiaire d'efforts généralisés, en membrane et en flexion. Ainsi, dans le cas d'une plaque
homogeéne, connaissant le coefficient de dilatation O , les efforts thermiques généralisés sont définis a

partir des contraintes planes dans I'épaisseur par :

ther ther _ (th2 _ réf
Ih/2 By Eng dx3—I_h/2a.CBynZ(T T )dnzdx3

+h/2 +h/2

ther X5C therd
X2 = a.x.C
I hi2 <3 3 I hi2 3

s (T -7 ), dxs

Byn¢
V[tgher =0

Soit dans le cas thermo-élastique isotrope homogéene dans I'épaisseur :

_ . Eh
ther _ _rref - réf .
NBV _a'CBynZ'h'(T T )5,75 —al 2 (T -T )5[3), X
h? .. ER® .
MI =gC . —T=a———-.T05 ; VI =0
By Byn¢ 12 12(1—\/2) Py Ve

Les contraintes d’origine thermiques soustraites aux contraintes mécaniques habituelles sont calculées
en trois positions (sup., moy. et inf.) dans I'épaisseur :

a.E /— . A
ther =5 (T —T 4T X, /h)6ﬁy
-V

Dans le cas déduit de 'homogénéisation thermo-élastique, cf. [bib7], les efforts thermiques généralisés
sont définis par la relation générale, & partir des « correcteurs » de membrane Xﬁy, ceux de
dil

flexion EBV, et celui de dilatation U™ , comme des moyennes sur le volume élémentaire représentatif

(cellule 2) :

Nkh)fr :<<Cﬁynz.a.(T—Tréf +'f(xy).z3/h +f(xv’x3))5r7(>>z +<<eij ()(BV)Cijk,.ek, (ud")>>z ;
Mg :<<23.Cﬁynz.a.(T_—Tréf +f(xy).23/h +f(xy,x3))6,7(>>z +<<eij (Eﬁy)Cijk,.ek, (ud")>>z;

Dans ce cas lorsque I'on se limite aux situations orthotropes sans couplage flexion-membrane, on

néglige le rdle de f(xy,x3) sur le correcteur ud'l, et on trouve donc que les efforts thermiques qui

apparaissent au second membre ont pour expression :

NEer =a T (T-T s,

Byn¢
ther _ f £ . ther
MBy —a.HBynZ.TénZ ; B =0
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On ne peut cependant remonter aux contraintes tridimensionnelles complétes : il serait nécessaire de
connaitre les «correcteurs » au sein de la cellule de base ayant servi a la détermination des
coefficients de comportement homogénéisé.

Dans les situations thermo-élastoplastiques, ou bien pour les coques (éléments de la famille
COQUE_3D), il est nécessaire d'évaluer les contraintes tridimensionnelles, dont les contraintes
thermiques, en chaque point d’intégration dans I'épaisseur.

Remarque :

Remonter aux contraintes tridimensionnelles complétes n'est pas immédiat pour les coques
multicouches (stratifiées) car il faut connaitre couche par couche I'état de contrainte ; en élasticité,
celui-ci se déduit de I'état de déformation et du comportement au niveau de chaque couche.

Chainage thermomécanique

Pour la résolution de problemes thermomécaniques chainés, on doit utiliser pour le calcul thermique
des éléments finis de coque thermique [R3.11.01] dont le champ de température est récupéré comme
donnée d’entrée du Code_Aster pour le calcul mécanique. Il faut donc qu'il y ait compatibilité entre le
champ thermique donné par les coques thermiques et celui récupéré par les plagues mécaniques. Ce
dernier est défini par la connaissance des 3 champs TEMP_SUP, TEMP et TEMP_| NF donnés en peaux
inférieure, milieu et supérieure de coque.

Le tableau ci-dessous indique les compatibilités entre les éléments de plaque et les éléments de coque
thermique :

Modélisation Maille Elément fini autiliser Maille Elément fini Modélisation
THERMIQUE avec MECANIQUE
COQUE QUAD4 THCOQU4 i QUAD4 MEDKQU4 DKT
i MEDSQU4 DST
i MEQ4QU4 Q4y
COQUE TRIA3 THCOTR3 i TRIA3 MEDKTR3 DKT
i MEDSTR3 DST
Remarques :

Les nceuds des éléments de coques thermiques et de plaques mécaniques doivent se
correspondre. Les maillages seront identiques.

Les éléments de coques thermiques surfaciques sont traités comme des éléments plans par
projection de la géométrie initiale sur le plan défini par les 3 premiers sommets.

Le chainage avec des matériaux multicouches définis via la commande DEFI _COQU_MULT [U4.23.03]
n'est pas disponible pour l'instant.

Le chainage thermomécanique est aussi possible si I'on connait par des mesures expérimentales la
variation du champ de température dans I'épaisseur de la structure ou de certaines parties de la
structure. Dans ce cas on travaille avec une carte de température définie a priori; le champ de
température n’est plus donné par les trois valeurs TEMP_| NF, TEMP et TEMP_SUP du calcul thermique
obtenues par EVOL_THER. Il peut étre beaucoup plus riche et contenir un nombre arbitraire de points
de discrétisation dans I'épaisseur de la coque. L'opérateur DEFI _NAPPE permet de créer de tels profils
de températures a partir des données fournies par l'utilisateur. Ces profils sont affectés par la
commande AFFE_CARTE (cf. le cas-test hsns100b). On notera qu'il n'est pas nécessaire pour le calcul
mécanique que le nombre de points d’intégration dans I'épaisseur soit égal au nombre de points de
discrétisation du champ de température dans [I'épaisseur. Le champ de température est
automatiquement interpolé aux points d’intégration dans I'épaisseur des éléments de plaques ou de
coques.
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4.9.3 Cas-test

Les cas-tests pour le chainage thermomécanique entre des éléments de coques thermiques et des
éléments de plaque sont le hplal00e (éléments DKT) et hplal00f (éléments DKQ). Il s’agit d’un cylindre
creux thermoélastique pesant en rotation uniforme [V7.01.100] soumis a un phénomene de dilatation
thermique ou les champs de température sont calculés avec THER LI NEAI RE par un calcul

stationnaire.

Rayon intérieur R;=19.5 mm
Rayon extérieur R, = 20.5 mm

Point F R =20.0 mm
Epaisseur h=1.0mm
Hauteur L =10.0 mm

v

A s L

La dilatation thermique vaut : T(p) = Tref (p) = 0.5(Ts +Ti) +2.(TS "'Ti)(r -R)/h
avec :

« T,=05°C, T,=-05°C, T, =0. °C

« T,=01°C, T,=01°C, T, =0 °C

On teste les contraintes, les efforts et moments fléchissants en L et M. Les résultats de référence sont
analytiques. On obtient de trés bons résultats quel que soit le type d’élément considéré.
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5 Implantation des éléments de plague dans le Code Aster

5.1 Description :

Ces éléments (de noms MEDKTR3, MEDSTR3, MEDKQU4, MEDSQU4 et MEQAQU4) s'appuient sur des
mailles TRI A3 et QUAD4 planes. Ces éléments ne sont pas exacts aux nceuds et il faut mailler avec
plusieurs éléments pour obtenir des résultats corrects.

5.2 Utilisation et développements introduits :
Ces éléments s'utilisent de la fagcon suivante :

e AFFE_MODELE ( MODELI SATION : 'DKT'" ..) pourle triangle et le quadrangle de type DKT
e AFFE_MODELE ( MODELI SATION : 'DST" ..) pourle triangle et le quadrangle de type DST
« AFFE_MODELE ( MODELISATION : ' Q4G ..)

On fait appel a la routine | NI 079 pour la position des points de Hammer et de Gauss sur la surface de la
plague et les poids correspondants.

« AFFE_CARA ELEM ( COQUE: ( EPAI SSEUR: ' EP
ANGL_ REP : ( 'a' 'B )
COEF_RIG_DRZ : 'CTOR)

Pour faire des post-traitements (contraintes, efforts généralisés,...) dans un repére choisi par I'utilisateur
qui n'est pas le repére local de I'élément, on donne une direction de référence d définie par deux angles
nautiques dans le repére global. La projection de cette direction de référence sur le plan de la plaque fixe
une direction X1 de référence. La normale au plan en fixe une seconde et le produit vectoriel des deux
vecteurs précédemment définis permet de définir le triedre local dans lequel seront exprimés les efforts
généralisés et les contraintes. L'utilisateur devra veiller a ce que 'axe de référence choisi ne se retrouve
pas parallele a la normale de certains éléments de plague du modéle. Par défaut cette direction de
référence est I'axe X du repére global de définition du maillage.

La valeur CTOR correspond au coefficent que I'utilisateur peut introduire pour le traitement des termes de
rigidité et de masse suivant la rotation normale au plan de la plaque. Ce coefficient doit étre suffisamment
petit pour ne pas perturber le bilan énergétique de I'élément et pas trop petit pour que les matrices de
rigidité et de masse soient inversibles. Une valeur de 10°° est mise par défaut.

e ELAS: (E :young NU :v ALPHA :a.. RHO :p.. )

Pour un comportement thermo-élastique isotrope homogéne dans I'épaisseur on utilise le mot-clé ELAS
dans DEFI _MATERI AU ou I'on définit les coefficients E, module d’Young, v,coefficient de Poisson, a,
coefficient de dilatation thermique et RHO la masse volumique.

e ELAS ORTH(_FO : (
EL :ygl.. ET :ygt..GLT :glt.. GTZ :gtz..NULT :nult..
ALPHA L :al.. ALPHA T :at..)

Manuel de Référence Fascicule R3.07 : EIléments mécaniques a surface moyenne HI-75/01/001/A



COde_AStel‘ ’ Version 5.0

Titre :

Eléments de plague DKT, DST, DKQ, DSQ, Q4g Date : 12/01/01

Auteur(s) : P. MASSIN clé: R3.07.03-A Page: 48/54

5.3

Pour un comportement thermo-élastique orthotrope dont les axes d'orthotropie sont L, T et z avec
isotropie d'axe L (fibres dans la direction L enrobées par une matrice, par exemple) il faut donner les sept
coefficients indépendants ygl , module d'Young longitudinal, ygt, module d'Young transversal, gl t,
module de cisaillement dans le plan LT, gt z, module de cisaillement dans le plan TZ nul t , coefficient de
Poisson dans le plan LT et les coefficients de dilatation thermique al et at pour la dilatation thermique
longitudinale et transversale, respectivement. Le comportement orthotrope n’est disponible
qu’associé au mot clé DEFI _COQU_MJLT qui permet de définir une coque composite multicouche.
Pour un seul matériau orthotrope, on utilisera donc DEFI _COQU _MJLT avec une seule couche. Si on
souhaite utiliser ELAS ORTH avec du cisaillement transverse, il faut nécessairement employer la
modélisation DST. Si on utilise la modélisation DKT, le cisaillement transverse n’est pas pris en compte.

« ELAS COQUE(_FO : (
MEMB_L :Cl1111.. MEMB LT :Cl122.. MEMB_T :C2222.. MEMB_G LT :Cl212..
FLEX_L :D1111.. FLEX LT :D1122.. FLEX T :D2222.. FLEX G LT :D1212..
CSAL :Gll.... CJSAT :&X2.... ALPHA :a.. RHO :p.. )

Ce comportement a été ajouté dans DEFI _MATERI AU pour prendre en compte des matrices de rigidité
non proportionnelles en rigidité et en flexion, obtenues par homogénéisation d’'un matériau multicouche.
Les coefficients des matrices de rigidité sont alors introduits a la main par l'utilisateur dans le repére
utilisateur défini par le mot-clé ANGL_REP. L’'épaisseur donnée dans AFFE_CARA ELEM est seulement
utilisée avec la masse volumique définie par RHO. ALPHA est la dilatation thermique. Si on souhaite
utiliser ELAS_COQUE avec du cisaillement transverse, il faut nécessairement employer la modélisation
DST. Si on utilise la modélisation DKT, le cisaillement transverse n’est pas pris en compte.

« DEFI _COQU MIULT : (COUCHE : EPAI SSEUR ' EP
MATER : 'mmtéri au'
ORIENTATION : ( '6" ))

Ce mot-clé permet de définir une coque composite multicouche en partant de la couche inférieure vers la
couche supérieure a partir de ses caractéristiques couche par couche, épaisseur, type du matériau
constitutif et orientation des fibres par rapport a un axe de référence. Le type du matériau constitutif est
produit par l'opérateur DEFI _MATERI AU sous le mot-clé ELAS _ORTH. 0 est I'angle de la premiere
direction d'orthotropie (sens longitudinal ou sens des fibres) dans le plan tangent a I'élément par rapport
a la premiére direction du repére de référence défini par ANGL_REP. Par défaut 8 est nul, sinon il doit étre
fourni en degrés et doit étre compris entre — 90° et + 90°.

« AFFE_CHAR MECA ( DDL_IMPO : (
DX :.. DY :.. DZ :.. DRX:.. DRY :.. DRZ :.. DDL de plague dans le repére
global.
FORCE_ COQUE : (FX :.. FY :.. FZ :.. MX:.. MY :.. M :.. ) Il s'agitdes efforts
surfaciques sur des éléments de plaque. Ces efforts peuvent étre donnés dans le repére global ou
dans le repére utilisateur défini par ANGL_ REP.

e« FORCE_NODALE : (FX:.. FY :.. FZ:.. MX:.. MW :.. M :.. ) Il sagit des
efforts de coque dans le repére global.

Calcul en élasticité linéaire :

La matrice de rigidité et la matrice de masse (respectivement les options Rl G _MECA et MASS_MECA)
sont intégrées numériquement. On ne vérifie pas si la maille est plane ou non. Le calcul tient compte
du fait que les termes correspondant aux DDL de plaque sont exprimés dans le repére local de
I'élément. Une matrice de passage permet de passer des DDL locaux aux DDL globaux.
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Les calculs élémentaires (CALC_ELEM disponibles actuellement correspondent aux options :

 EPSI _ELNO DEPL et SI GM_ELNO _DEPL qui fournissent les déformations et les contraintes
aux nceuds dans le repeére utilisateur de I'élément en peau inférieure, a mi épaisseur et en
peau supérieure de plagque, la position étant précisée par I'utilisateur. On stocke ces valeurs
de la fagon suivante : 6 composantes de déformation ou de contraintes :

EPXX EPYY EPZZ EPXY EPXZ EPYZou SI XX SIYY Sl ZZ SI XY SI XZ Sl YZ

« DEGE_ELNO DEPL : qui donne les déformations généralisées par ‘élément aux nceuds a
partir des déplacements dans le repere utilisateur : EXX, EYY, EXY, KXX, KYY, KXY,
GAX, GAY.

« EFGE_ELNO DEPL : qui donne les efforts généralises par élément aux nceuds a partir des
déplacements : NXX, NYY, NXY, MXX, MY, MY, QX, Q.

e SIEF_ELGA DEPL : qui donne les efforts généralises par élément aux points de Gauss a
partir des déplacements : NXX, NYY, NXY, MXX, MrY, MXY, QX, Q.

e« EPOT_ELEM DEPL : qui donne I'énergie élastique de déformation par élément a partir des
déplacements.

e ECIN_ELEM DEPL : qui donne I'énergie cinétique par élément.

Enfin on calcule aussi I'option FORC_NODA de calcul des forces nodales pour I'opérateur CALC_NO.

Calcul en plasticité

La matrice de rigidité est la aussi intégrée numériquement. On fait appel a l'option de calcul
STAT_NON_LI NE dans laquelle on définit au niveau du comportement non linéaire le nombre de
couches a utiliser pour l'intégration numérique. Toutes les lois de contraintes planes disponibles dans
le Code_Aster peuvent étre utilisées.

STAT_NON LINE (....
COVP_I NCR : (RELATION :' °
COQUE_NCOU : ' NOVBRE DE COUCHES' )

-)
Les calculs élémentaires (CALC_ELEM disponibles actuellement correspondent aux options :

e EPSI _ELNO DEPL qui fournit les déformations par élément aux noeuds dans le repére
utilisateur a partir des déplacements, en peau inférieure, a mi épaisseur et en peau supérieure
de plaque.

e SI GM ELNO_COQU qui permet d’obtenir le champ de contraintes dans I'épaisseur par élément
aux nceuds pour une couche donnée et une position demandée ( en peau inférieure, au milieu
ou en peau supérieure de couche). Ces valeurs sont données dans le repére utilisateur.

e SIEF_ELNO ELGA qui permet d'obtenir les efforts généralisés par élément aux nceuds dans
le repere utilisateur.

 VARI _ELNO ELGA qui calcule le champ de variables internes et les contraintes par élément
aux nceuds pour toutes les couches, dans le repere local de I'élément.
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Conclusion

Les éléments finis de plaque plans que nous décrivons ici sont utilisés dans les calculs de structures
minces, en petits déplacements et déformations, dont le rapport épaisseur sur longueur caractéristique
est inférieur a 1/10. Comme ces éléments sont plans, ils ne prennent pas en compte la courbure des
structures, et il est nécessaire de raffiner les maillages dans le cas ou celle-ci serait importante.

Ce sont des éléments pour lesquels les déformations et les contraintes dans le plan de I'élément
varient linéairement avec I'épaisseur de la plaque. De plus, la distorsion associée au cisaillement
transverse est constante dans I'épaisseur de I'élément. Deux types d’éléments de plaque existent : les
éléments DKT, DKQ pour lesquels la distorsion transverse est nulle et les éléments DST, DSQ et Q4y
pour qui elle reste constante et non nulle dans I'épaisseur. On conseille d'utiliser le second type
d’éléments lorsque la structure a mailler a un rapport épaisseur sur longueur caractéristique compris
entre 1/20 et 1/10 et les premiers dans le restant des cas. Lorsque la distorsion transverse est non
nulle, les éléments de plaque DST, DSQ et Q4y ne satisfont pas les conditions d'équilibre 3D et les
conditions aux limites sur la nullité des contraintes de cisaillement transverse sur les faces supérieure
et inférieure de plaque, compatibles avec une distorsion transverse constante dans I'épaisseur de la
plaque. Il en résulte ainsi qu'au niveau du comportement un coefficient de 5/6 pour une plaque
homogene corrige la relation habituelle entre les contraintes et la distorsion transverses de facon a
assurer I'égalité entre les énergies de cisaillement du modéle 3D et du modéle de plaque a distorsion
constante. Dans ce cas, la fleche w a pour interprétation le déplacement transverse moyen dans
I'épaisseur de la plagque.

Les comportements non-linéaires en contraintes planes sont disponibles pour les éléments de plaque
DKT et DKQ uniquement. En effet la prise en compte rigoureuse d’un cisaillement transverse constant
non nul sur I'épaisseur et la détermination de la correction associée sur la rigidité de cisaillement par
rapport a un modéle satisfaisant les conditions d’équilibre et les conditions aux limites ne sont pas
possibles et rendent donc [l'utilisation des éléments DST, DSQ et Q4y rigoureusement impossible en
plasticité.

Des éléments correspondant aux éléments mécaniques existent en thermique ; les chainages
thermo-mécaniques sont donc disponibles sauf, pour I'instant, pour les matériaux stratifiés.
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Annexe 1 Plaques orthotropes

Pour un matériau orthotrope comme celui représenté ci-dessous, composé par exemple de fibres de direction L
enrobées d’'une matrice, dont les axes d’orthotropie sont L, T et Z avec isotropie d'axe L, I'expression pour les

matrices H et H y dans le repére d'orthotropie précédemment défini devient :

H 0O
A Hir i G, 00
H.=tHy Hy O DetHLy:HO Gy
0 0 G
E, Eq E,
Hy=+—t—Hg=r—1— Gp=sri—
e R 2 L E A o © 21+ vyy)
H o = Ervvir __EiVn Gy = Er
Fl-vggvn 1-vigvg 221+ vpy)

La connaissance des cinqg coefficients indépendants E| ,E;,G | 1,G1z,V 1 est suffisante pour déterminer

les coefficients des matrices H et H y buisque :

ErVir
=" © Gz =Gr-
L

Si I'on désigne par 6 I'angle entre le repére d'orthotropie et I'axe principal du repére défini par I'utilisateur au
moyen de ANGL_REP on établit que :

H=T,/H_T,et H, =T2THLyT2

Jc* s* cs O

il 2 2 U OC SO .

avec: Ty =0 S C -CS et T, :BS CH ou C=c0s0,S =sinf et 8 =(x,L) comme
Hacs 2cs c2-s?H

indiqué sur la figure ci-dessous.

DO

RN

\VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

Dans le cas de contraintes initiales d’origine thermique, nous avons de plus :
Lo, ATU
— T 0 O
on = ~Ty H prATQ
0

ou o, et ot sont les coefficients de dilatation thermique dans les directions L et T et AT la variation de
température.
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Annexe 2 Facteurs de correction de cisaillement transverse pour
des plaques orthotropes ou stratifiées

La matrice H; est définie de sorte que la densité surfacique d'énergie de cisaillement transverse obtenue dans

le cas de la distribution tridimensionnelle des contraintes issues de la résolution de I'équilibre soit égale a celle
du modéle de plaque basé sur les hypotheses de Reissner, pour un comportement en flexion simple. On doit

ainsi trouver H; telle que :

+h/2 1 l EU—XZ |:| +h/2
= (Hr==THlT== avecT=0_ HetT= [rdz=H.y.
5 —ﬁr/z y 5 ct 5 YHoy 0.0 _ﬁr/z ety

Pour obtenir H¢; on utilise la distribution de T suivant z obtenue a partir de la résolution des équations
d’équilibre 3D sans couples extérieurs :

z

Z
o,=- I(Uxx,x +o,, )¢, 0, = _I(ny,x +0,,,)d{ avec 0y, =0y, =0 pour z=th/2.
“hi2 hi2

Dans le cas ou il n'y a pas de couplage membrane flexion (symétrie par rapport a z=0), les contraintes dans le
plan de I'élément O, , Oyy,0yy ont pour expression dans le cas d’'un comportement de flexion pure :

0 = zA(z)M avec A(z) = H(z)Hs .

Si H(z) et H; ne dépendent pas de x et y on peut déterminer H . En effet :

M XXX I\/Ixy,y %

o, d OM + M 0 M -M
T(z) =D1(2)T +Dy(2)A ot T = DTXD: DM XXX N MXy,yDet 2= 1 ><y,|>\</I yy,y%
Uy O OVlyy x yy,y U 0 Yy X 5
U |\/Ixx,y O
ainsi que :
D :_jr £DA11+A33 A13+A32DZ
' —h/zZBAn"'Azs A22+A33Ed ’
D :_j'EDAll_A33 A13_A32 2A12 2A31|:|Z
’ —hIZZBASI_AZB Az — Ay, 2A, 2A21Hj ’
+h/2
Ciy = _[DlTH;lDldz;
-h/2
+h/2 +hi2
_ 1N Cy; CplO )
Il en résulte que E ITHle = EB)\H?C%} ClZEBAHaVEC: Cp = J'D-erlede;
-h/2 12 L2 2
+h/2
Cop = IDEH;lDZdz
-h/2
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+h/2
Comme par ailleurs — J'TH ;,1T = ETH c_tlT on propose de prendre Hy = CIll pour satisfaire au mieux les
—h/2

deux équations quels que soient T et A.

+h/2

En comparant H; ainsi calculée avec ﬁct = J'Hydz on fait apparaitre les coefficients de correction de
-h/2

cisaillement transverse suivant : k; = / HCt Ko = H /Hct Ky = H /H

Pour une plague homogéne, isotrope ou anisotrope, on trouve ainsi : H=kh H y avec k=5/6.

Remarques :
| Cette méthode n’est valide que lorsque la plaque composite est symétrique par rapport & z=0.
*  Pour un matériau multicouche , on établit que :

N

h; 1 _ 1
Cu=3 4 (zhpnp -5 ADH 1(zhpnp p T H A+
i—l p=1

L 1 Z 1 _
—(z.+1 3>[A?Hyl<zlhpnpAp —S A +<zlhpnpA3 —S 7 ADH A
p= p=

1 5 5ya T g1
+%(Zi+l —Z; )AI Hy Ai

1 AL+ A, A+ A0
o0:h =z, -2, Z. +Z: ) et A; te | t
ou: Ny =2zj4q =2 ,n = 2( i+ ) et A; représente la matrice B% YA, A, +A33H pour

la couche i.

+ Lavalidité du choix H = CIll peut étre examinée a posteriori lorsque I'on a une estimation de la

solution (champs de déplacements et de contraintes planes, notamment). On peut alors estimer
I'écart entre les deux estimations sur I'énergie. Une démarche de calcul en deux étapes pour les
plagues et coques multicouches (avec H; diagonale et deux coefficients k; et k,) a dailleurs été

développée par Noor et Burton [bib11] [bib12].

» Dans le cas d'une plague homogene isotrope ou anisotrope I'égalité entre les deux énergies est
satisfaite au sens strict puisque D, = 0. Le choix fait ci-dessus est alors valide et aucun examen a
posteriori n'est nécessaire.
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