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Elements isoparamétriques

Résumé :

Ce document présente les fondements des éléments isoparamétriques introduits dans le Code_Aster pour la
modélisation des milieux continus 2D et 3D. On rappelle tout d'abord le passage d'une formulation forte a une
formulation variationnelle, puis on détaille la discrétisation par éléments finis : utilisation d'un élément de
référence, calcul des fonctions de forme et évaluation des termes élémentaires. On décrit également brievement
le principe de l'assemblage de ces termes et de I'imposition des conditions aux limites, et on évoque les
méthodes de résolution matricielle utilisées. Enfin sont exposées les principales étapes d'un calcul par éléments
finis tel qu'il est congu et implanté dans le Code_Aster.
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Principe de la méthode des eéléments finis

La méthode des éléments finis est employée dans de nombreux domaines scientifiques pour résoudre
des équations aux dérivées partielles. Elle permet de construire une approximation simple des
inconnues pour transformer ces équations continues en un systéeme d'équations de dimension finie,

gue l'on peut écrire schématiqguement sous la forme AU =L, ot U est le vecteur des inconnues, A
une matrice et L un vecteur.

Dans un premier temps, on transforme les équations aux dérivées partielles (ou formulation forte du
probleme) en une formulation variationnelle (ou formulation faible). La solution approchée est cherchée
comme combinaison linéaire de fonctions données. Ces fonctions doivent étre simples mais assez
générales pour pouvoir "bien" approcher la solution. Elles doivent notamment permettre de générer un
espace de dimension finie qui soit aussi proche que I'on veut de I'espace de fonctions dans lequel se
trouve la solution. A partir de cette idée ancienne (méthode des résidus pondérés), les diverses fagons
de choisir ces fonctions donnent lieu a différentes méthodes numériques (collocation, méthodes
spectrales, éléments finis).

L'originalité de la méthode des éléments finis est de prendre comme fonctions d'approximation des
polyndmes qui sont nuls sur presque tout le domaine, et participent donc au calcul seulement au

voisinage d'un point particulier. Ainsi, la matrice A est trés creuse, ne contenant que les termes
d'interaction entre "points voisins”, ce qui réduit le temps de calcul et la place mémoire nécessaire au

stockage. De plus, la matrice A et le vecteur L peuvent étre construits par assemblage de matrices et
vecteurs élémentaires, calculés localement.

Obtention d'une formulation variationnelle

2.1

On peut obtenir la formulation variationnelle d'un probleme a partir des équations aux dérivées
partielles, en multipliant celles-ci par des fonctions tests et en intégrant par parties. En mécanique des
solides, la formulation faible alors obtenue est identique a celle donnée par le Principe des Travaux
Virtuels ou dans certains cas la minimisation de I'énergie potentielle totale de la structure. Notons
cependant que pour certains problemes, les équations du modele sont plus faciles a établir dans le
cadre variationnel (cas des plaques et des coques par exemple).

Formulation forte

Prenons un exemple issu de la mécanique des solides. Les équations locales d'équilibre statique d'une

structure Q , soumise & des forces de volume f, des déplacements imposés uD sur une partie de sa
frontiere ' et des forces imposées g sur une partie [y de sa frontiére, s'écrivent :

[Mivo+f =0 dans Q

[ D

(bU=u- surlp

%.n =g surly

ol O est le tenseur des contraintes et N la normale sortante sur la frontiére [ . Les relations qui lient
le tenseur des contraintes 0 aux déplacements U s'appellent relations de comportement.

Manuel de Référence Fascicule R3.01 : Références générales HI-75/95/023/A



Code Aster” Version 3

Titre :
Auteur(s) :

2.2

221

2.2.2

Eléments isoparamétriques Date : 05/05/95
I. VAUTIER Cclé: R3.01.00-A Page: 5/24

Les conditions aux limites s'appliquant aux inconnues primales (les déplacements ici) sont appelées
conditions aux limites de DIRICHLET, ou encore "essentielles". Les conditions aux limites portant sur
les forces (ou les flux en thermique) sont appelées conditions aux limites de NEUMANN, ou
"naturelles”.

Formulation faible

Fonctions tests

Soit un espace V de fonctions appelées fonctions tests, "suffisamment” réguliéres et s'annulant sur
'b. En mécanique, cet espace s'appelle I'espace des déplacements virtuels cinématiquement

admissibles. En multipliant les équations locales par une fonction test V appartenant a I'espace V et en

intégrant sur le domaine Q, on obtient une forme variationnelle du probléme, rigoureusement
équivalente a la forme précédente, dite aussi opérationnelle :

VARE {V "réguliére”, V = u® sur I'D}
V

={V "réguliere”, Vv =0 sur I'D}

S HWvO Vv [dive fvde o
Trouver U LIV = telque : [ Q

Ho.n=g surly

é6q 2.2.1-1

Dans ce qui suit, on supposera pour simplifier que les conditions de DIRICHLET sont homogenes,

c'est-a-dire que uD =0 ; ainsi, les espaces V D et V sont confondus. Le traitement des conditions
aux limites de DIRICHLET non homogénes est exposé dans le document [R3.03.01].

Remarque :

On ne discutera pas dans ce document des espaces fonctionnels auxquels doivent appartenir
les fonctions tests (cf. [bib1]).

Formule de GREEN

L'analogue de lintégration par parties pour un domaine quelconque Q de frontiere I s'appelle la
formule de GREEN et s'énonce comme suit, dans sa forme la plus simple :

Ja¢c0=] prar

ou (5} désigne la dérivée par rapport & la direction i , et N la normale sortante au domaine.
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Lorsque ¢ =aq, ot ( est un vecteur et @ un scalaire, elle s'exprime de la fagon suivante :

Ian’}qi dQ =I,-U’Qi”i dr —IQ da q; dQ ,

soit, en utilisant des notations vectorielles (le . désigne le produit scalaire) :
Igadlv(q)dQ +J'Qgrad(a). qdQ :J'ra (g.n)dr

Formulation variationnelle

En appliquant la formule de GREEN a l'intégrale [éq 2.2.1-1] et en tenant compte de la condition aux

limites de NEUMANN 0jinj = g; sur 'y et de la condition V=0 sur 'y, on obtient la forme dite

variationnelle du probléme :

Trouver U OV P tel que :

EVARY 0;; 0 V; dQ fiv; d@ g;v; dr
o %t o i r, ivi
Comme le tenseur des contraintes O est symétrique, I'équation peut également s'écrire :

J.Q O'” (u)glj (V)dQ :J.Q fiVi dQ +IrN g;V; dr )

1
$|J(V) :E(dl VJ +dj Vi)

est le tenseur des déformations linéarisées. On retrouve donc exactement I'expression donnée par le
Principe des Travaux Virtuels en petits déplacements. La relation entre le tenseur des contraintes de

CAUCHY O et les déplacements U sera donnée par une relation de comportement, et est
indépendante de I'écriture de la formulation variationnelle (dans le cas élastique, on a par exemple

i (U) = Ajjig &a (U) )-

Un des avantages de la formulation variationnelle est qu'elle intégre toutes les conditions aux limites :
les conditions de DIRICHLET sont prises en compte dans la définition de I'espace V des fonctions

tests, tandis que les conditions de NEUMANN apparaissent naturellement apres intégration par parties.
Cette intégration par parties permet également d'abaisser I'ordre de dérivation sur les inconnues. De

plus, dans un certain nombre de cas, elle symétrise le probléeme en U et V.
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Deux choses restent a faire lorque I'on a écrit la formulation variationnelle (ou le Principe des Travaux
Virtuels) : prendre en compte la relation de comportement et mettre en place l'algorithmique de
résolution. Pour ce dernier point, donnons quelques exemples : écriture d'un algorithme de résolution
de systéme non linéaire (méthode de NEWTON par exemple) pour les probléemes non linéaires,
écriture d'un schéma d'intégration en temps pour les problémes d'évolution en dynamique (méthode de
NEWMARK par exemple)... Deés lors, la plupart des problemes variationnels se raménent a trouver

ulvP tel que :
MI V, a(u,v)=I(v),

ou a(ss) est une forme bilinéaire, symétrique ou non, et I(+) une forme linéaire. Dans le cas ou la

forme bilinéaire est symétrique et positive, le probléeme posé est équivalent a un probléeme de
minimisation d'une fonctionnelle, qui en mécanique statique des solides est I'énergie potentielle totale
de la structure.

Méthode de résolution

Dans ce document, on présente uniquement la méthode d'éléments finis en déplacements, ou les
inconnues sont, comme son nom l'indique, les variables dites primales (déplacements en mécanique),

par opposition aux méthodes en contraintes, ou aux méthodes mixtes. L'espace V est représenté par
un espace discret V' . Pour les méthodes d'éléments finis conformes auxquelles nous nous

restreignons ici, I'espace Vh est inclus dans V : la solution approchée est donc "plus rigide" que la
solution exacte (elle surestime I'énergie).

On rappelle que l'on se place ici dans le cas ou les conditions aux limites de DIRICHLET sont
homogénes. D'autre part, on se cantonne aux éléments finis de LAGRANGE pour lesquels les
variables sont les valeurs des champs inconnus.

Pour la méthode des éléments finis de GALERKIN décrite dans ce document, les inconnues et les

fonctions tests sont représentées de la méme fagon, en définissant une base de fonctions {Wi (X)} de
l'espace V h

On appelle nceuds les points du domaine ou les inconnues sont calculées, et variables nodales ou
degrés de liberté les inconnues scalaires aux nceuds (composantes du déplacement par exemple). Le
nombre de fonctions de base nécessaires est égal au nombre de variables nodales : pour un probléme
tridimensionnel ou les inconnues sont les trois composantes du vecteur déplacement, la dimension de
la base est trois fois le nombre de nceuds.

On utilisera les indices |, J, ... pour désigner les numéros des nceuds (N au total), et les indices
a, B, ... pour désigner les numéros des inconnues (M inconnues par nceud). Ainsi, le vecteur

déplacement discrétisé V" s'écrit : uh(X) = z uQ (X)eq . ol les vecteurs €, sont les vecteurs de la
a

base cartésienne. Par la suite, on omettra I'indice h des écritures.
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La fonction de base associée au nceud | pour l'inconnue numéro a sera notée W, (X) . Dans cette
base {W,a (X)} 1<I<N , le champ inconnu s'écrit :
I<asM
N
— |
Ug (X) = Z Ug Wig (X) .
1=1
ou ug, sont les variables nodales.
Ainsi, le probléme revient a trouver u [V D tel que :
N M
I _
MV, > > a(Weeq,V) Ug =1(v).
1=1a=1
Chaque choix de V permet d'obtenir une équation. Dans la méthode des éléments finis, on prend
comme fonction test V successivement chacune des fonctions Wig€p (lorsque V D -y ). Gréce a la
linéarité de a(-») et 1(+), on peut écrire le probléme discret comme :
N M
IO B Y Y aWigeq.Wigep) Uz 1(Wigep),
1=1a=1
d'ou le systeme matriciel a résoudre : AU =L,
avec :
A _ Lo =] u={u ot R N NYT
1pa =a(Wigeq,Wygep), Lyg =1(wygeg),etU =1 Up..Uy ...y Ug Uy Uy Uy p o
ou N est le nombre de nceuds et M le nombre dinconnues scalaires par nceud (3 pour des
déplacements en 3D).
En fait, on "condense" les indices deux par deux : chaque nouvel indice I contient a la fois l'information
sur le numéro du noeud | et sur le numéro local de linconnue @ (l'indice condensé | s'appelle le
numéro de degré de liberté). Un terme Aﬁ de la matrice contient donc l'information sur l'interaction
entre les degrés de liberté i et ] (par exemple, i représente le déplacement selon Y au noeud 12 et j le
déplacement selon Z au nceud 23).
Dans de nombreux cas, les fonctions de base utilisées pour les diverses inconnues en un nceud donné
sont les mémes : W4 = W,z. On appelle alors la fonction de base commune la fonction associée au
nceud |, et on la note W, . Dans toute la suite, on supposera pour simplifier les écritures qu'il n'y a
gu'une seule fonction de base scalaire associée a chaque nceud.
N.B.:
Notons que certains auteurs, de culture anglo-saxonne pour la plupart, décrivent pour des raisons
historiques la méthode des éléments finis comme une méthode de RITZ par morceaux.
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Discrétisation

3.1

3.2

La discrétisation consiste a choisir une base de l'espace Vh et a calculer numériquement les termes
de la matrice A et du vecteur L. Pour cela, on exprime la forme bilinéaire a(ss) et la forme linéaire

I(+) comme une somme sur des éléments, définis par découpage du domaine de base. Si I'on reprend
le probleme mécanique présenté dans le paragraphe [81.2], cela donne :

%(Wi JWj) = élémz IQ Oi (W;) &q (W)

H ents Q, €
O(w;) = > o fiwi [ giw
= éléments Q, € €

Les termes Aij , qui représentent l'interaction entre deux degrés de liberté i et j sont construits en

"assemblant” les contributions provenant de chacun des éléments qui contiennent les nceuds

correspondants ; on procéde de la méme fagon pour construire le vecteur L. Ces contributions,
appelées termes élémentaires, sont calculées lors d'une boucle sur les éléments et ne dépendent que

des seules variables de I'élément Q.

Découpage en éléments finis

La structure est découpée en "morceaux” appelés éléments. La donnée des coordonnées des nceuds
des éléments et des connectivités (liste des sommets de chaque élément) constitue un maillage. Le
découpage doit respecter un certain nombre de régles : en particulier, il ne doit y avoir ni recouvrement
ni trou.

Rappelons que I'on appelle nceuds les points ol sont calculées les inconnues. Les nceuds peuvent étre
des sommets du maillage ou non (milieux des c6tés par exemple). Le nombre d'inconnues scalaires
(ou variables nodales) dans un élément est appelé le nombre de degrés de liberté de I'élément.

Choix des fonctions tests

Les fonctions tests (ou fonctions de la base {Wi (X)} ) doivent étre denses dans l'espace V des
fonctions inconnues, étre continues d'un élément a l'autre, permettre de calculer simplement les termes
elémentaires Aij et Lj, et générer une matrice A creuse et bien conditionnée. Les trois premiéres
conditions sont remplies en particulier par le choix de fonctions polynomiales. De plus, pour avoir une

matrice A creuse, on va faire en sorte que les supports de deux fonctions de base associées a deux
nceuds "éloignés" soient disjoints : ainsi, les termes correspondants de la matrice seront nuls.

On rappelle que l'on se place pour simplifier les écritures dans le cas ou I'on utilise une seule fonction
de base par nceud | pour toutes les inconnues. Dans ce cas : Wy =W, =W, [Ua, ou i est le

numéro condensé de degré de liberté pour l'inconnue @ du noeud |.
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Le choix des fonctions de base est alors le suivant : on associe a chaque nceud | une fonction de base
W, qui est un polyndme par morceaux s'annulant sur tous les éléments ne contenant pas le nceud |

[Figure 3.2-a]. De ce fait, a(w; ,WJ-) =0 siles ddl de numéros i et j sont portés par des nceuds | et J
qui n'appartiennent pas a un méme élément. On impose de plus a ce polyndme de valoir 1 au nceud I,

et 0 en tous les autres nceuds. En d'autres termes, W, (XJ) = 5|J . Ainsi, les valeurs nodales des

. . . Jy —,,J
inconnues seront les valeurs prises aux noeuds par la solution exacte : U(X”) =u" .

A
[NLT N L

Figure 3.2-a: Fonction de base associée a un nceud

Dans la suite, on appellera fonction de forme associée au noeud | la trace (ou restriction) sur I'élément
considéré de la fonction de base W, , eton la notera N .

Représentation de la géomeétrie

Le calcul des fonctions de forme pour un élément quelconque peut étre assez compliqué. Dans le cas
des triangles, on peut par exemple utiliser la notion de coordonnées barycentriques d'un point par
rapport aux trois sommets. Cependant, dans le cas des quadrangles, une telle notion est moins
courante et les calculs peuvent étre délicats a mener analytiguement. C'est pourquoi on préfere
souvent se ramener a un élément dit de référence, de forme simple, et a partir duquel on peut générer
tous les éléments d'une méme famille par une transformation géométrique. Les fonctions de forme

sont alors calculées sur cet élément générique noté €., et le transport des grandeurs sur I'élément

réel Q, est effectué grace a la connaissance de la transformation géométrique. Notons cependant que

le code de thermo-hydraulique N3S utilise pour des raisons de performance des formules analytiques
explicites et non pas la notion d'élément de référence.
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Elément de référence

Notons X, les coordonnées d'un point X dans le repere absolu. Les points de I'élément de référence

seront décrits en termes de coordonnées dites paramétriques Ea . La figure [Figure 3.3.1-a] donne pour

un élément triangulaire en 2D I'élément de référence et I'élément réel. La transformation T doit étre
bijective et transformer les sommets et cotés de I'élément de référence en sommets et cotés de
I'élément réel.

& A %2 g .\
11 élément de référence ./

élément réel

0 1 31 Xy
Figure 3.3.1-a: Transformation géométrique

Fonctions d'interpolation géométrique

La géométrie de I'élément va étre approchée par le biais de fonctions dites d'interpolation géométrique :
ainsi par exemple, les lignes courbes de I'élément réel peuvent étre représentées par des segments
sur I'élément de référence.

Ces fonctions notées N(E) sont définies sur I'élément de référence ; elles permettent de connaitre les

coordonnées X, d'un point quelconque de I'élément réel a partir de ses coordonnees Ea de son

antécédent dans I'élément de référence et des coordonnées X, des noeuds (de numéro local 1) de

I'élément réel :
n
— N I
Xa =) N (E)Xg .
=1

ou N est le nombre de nceuds de I'élément, et | le numéro de chagque noeud localement a I'élément.
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Matrice jacobienne de la transformation

La jacobienne de la transformation est la matrice des dérivées partielles des coordonnées réelles X,

par rapport aux coordonnées fa dans I'élément de référence :

0 X,y

‘]aﬁ =E.

En tenant compte de la définition des coordonnées X, en fonction des coordonnées Xé des nceuds,
on obtient une expression équivalente de la matrice jacobienne :

A
Jpg=) —F X,
aﬁ édfﬁ a

oN, mNd _ o
sont les termes du tenseur [3==[] , dont le nombre de lignes est le nombre de directions

ﬁfp V& 0

de l'espace, et le nombre de colonnes le nombre de nceuds de I'élément.

ou

N
Notons que le tenseur 3= [] ne dépend que de la définition de I'élément de référence et non de

V& O

celle de I'élément réel.

Le déterminant de la matrice jacobienne, utile dans les calculs qui vont suivre, s'appelle le jacobien de
la transformation géomeétrique. Il est non nul lorsque la transformation T qui fait passer de I'élément de
référence a I'élément réel est bijective, et positif lorsque T respecte l'orientation de l'espace.

Représentation des inconnues

Il'y a deux fagons équivalentes de représenter les inconnues (composantes du déplacement dans
I'exemple mécanique) dans un élément : par les coefficients de leur approximation polynomiale, ou par
leurs valeurs nodales. Ces deux possibilités correspondent aux deux maniéres complémentaires de
définir un élément : par la donnée d'une base de monémes, ou par la donnée des fonctions de forme
associées aux nceuds. Par ailleurs, notons qu'un élément est dit isoparamétrique lorsque ses fonctions
de forme sont identiques a ses fonctions d'interpolation géométrique. Dans le Code_Aster, tous les
éléments finis de milieu continu (2D et 3D) sont isoparamétriques.

Base polynomiale

La facon la plus simple de définir un élément est de choisir une base polynomiale composée d'un
certain nombre de monémes indépendants. Pour une inconnue donnée, le nombre de monémes
utilisés doit étre égal au nombre de variables nodales, c'est-a-dire au nombre de nceuds utilisés pour
représenter l'inconnue. Dans le cas d'un élément fini triangulaire ou l'on souhaite avoir les
déplacements linéaires et la pression constante dans chaque élément, les bases polynomiales utilisées

sont respectivement {1, X1, X2} et {]} . Par conséquent, on peut choisir de calculer les déplacements
aux 3 nceuds sommets et la pression au nceud central.
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On définit généralement la base polynomiale sur I'élément de référence ; elle contient des monémes de

la forme flyfzaff, ou Yy, O et €& sont des exposants entiers positifs ou nuls. Le degré dun tel

mondme est l'entier ¥ + O+ €. La base est dite compléte de degré N lorsque tous les monémes de
degré N sont présents. Dans certains cas, on emploie des bases incompléetes. Par exemple, pour le
quadrangle Q; en 2D, les déplacements sont linéaires par rapport & chacune des directions : la base

utilisée est {l,fl,fz ,5152} . Les composantes U; et U, du déplacement s'écrivent donc :

E‘Jl(flvfz) =ay +ax; tag, tage,
12 (§,62) = by +béy +bgy +bSg,

On note P,(E) le M€ mondme de la base (qui en comprend M). Les composantes du vecteur

déplacement U(E) dans I'élément sont alors données par la formule :

Uy (€)= Y ag R (€)
i=1

On notera N la matrice donnant les valeurs prises par les mondmes de la base polynomiale sur les
noeuds de I'élément de référence :

My =R(E",

ou i est le numéro d'ordre du mondme dans la base, | le numéro du noeud localement a I'élément et

E' les coordonnées du nceud | dans I'élément de référence. Cette matrice est carrée, sa dimension
est le carré du nombre de nceuds de I'élément.

Fonctions de forme

Une facon équivalente de définir un élément fini est de donner, pour chaque inconnue, I'expression des
fonctions de forme de I'élément. Pour une inconnue scalaire donnée (composante du déplacement
selon y par exemple), il y en a autant que de nceuds ou l'inconnue doit étre calculée. Dans beaucoup
de cas, on utilise les mémes fonctions de forme pour toutes les composantes d'un vecteur inconnu,
mais ce n'est pas obligatoire. Dans ce qui suit, on supposera cependant pour simplifier les écritures
que c'est le cas.

Les fonctions de forme peuvent étre définies sur I'élément réel Q, : on les note alors N e(X) , elles
dépendent de la géométrie de I'élément réel, et sont donc différentes d'un élément a l'autre. Il est plus
simple de les exprimer sur I'élément de référence, ce qui donne les fonctions N (&) indépendantes de

la géométrie de I'élément réel. Rappelons que ces fonctions sont polynomiales sur I'élément, et que la
fonction de forme associé a un nceud donné y prend la valeur 1, alors qu'elle s'annule en tous les
autres nceuds de I'élément.
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Les inconnues s'expriment alors comme combinaison linéaire des fonctions de forme, les coefficients

ucl, de la combinaison étant appelés les variables nodales :
n
— |
Ug (8) =5 Ny (€)uy .
1=1

n
ou bien U, (X) = Z N, (T_l(x)) uy
i=1
3.4.3 Elément isoparamétrique

Deux types d'interpolation interviennent donc dans la construction d'un élément fini : l'interpolation
géométrique (a l'aide des fonctions N (§)) et linterpolation des inconnues (a l'aide des fonctions

N (&)). Un élément est dit isoparamétrique lorsqu'il est basé sur des interpolations identiques pour sa

géométrie et ses inconnues : N (§) = N (&) .

3.4.4 Correspondance entre base polynomiale et fonctions de forme

On a les relations :

U (€)= azR(E) etug(8)=) Ny (&)uy .
i |

m

De plus, il est clair que lon a : U, = Z al P(8') =M, a . on en déduit la relation suivante entre la
i=1

base polynomiale et les fonctions de forme : I1; N, (§) = R (§).

Exemple : triangle P; en 2D

On notera & = (Qtlyfz) les coordonnées parameétriques dans I'élément de référence.
P) =1 P(§) =& P3(8) =&,

0 od O
O 4 U
M=l 1 0g n=rx1 1 0

H o 1f

d'oul les fonctions de forme :

N, (§) =1-§ -&
2(&) =4
%\'3(5) =4

On vérifie bien que N (&)= 5|J :
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Calcul des termes élémentaires

Les termes élémentaires a calculer sont de la forme :

du(x) 9%
J,, T, df(x) ,%,...) dx

Trois types d'opérations sont a effectuer : la transformation des dérivées par rapport a X en dérivées
par rapport & &, le passage d'une intégration sur I'élément réel a une intégration sur I'élément de

référence, et la réalisation numérique de cette intégration qui est généralement faite par une formule de
quadrature.

Transformation des dérivées

La transformation des dérivées s'effectue grace a la matrice jacobienne J, d'aprés la régle de
dérivation en chaine :

ou, 9 du oNg
duor — 5 Y a _ _1EI_D ugod
Xg X dfy Y& O

. nod .
ou U, estle vecteur des valeurs nodales de la composante O du déplacement.

Les dérivées d'ordre supérieur s'obtiennent également en utilisant cette régle, méme si cela donne lieu
a des expressions plus complexes que nous n'expliciterons pas ici.

Changement de domaine d'intégration

Le passage a lintégration sur I'élément de référence s'effectue en multipliant l'intégrande par le
déterminant de la matrice jacobienne, appelé jacobien :

au(x) d%u(x) B du(&) 9*u(&)
IQef(u(x), P ,7,...)dx—jgrf(u(€), 3 ,dz—z,...)det(J(E))dE-

Intégration numérique : points de GAUSS

Dans certains cas particuliers, on peut calculer analytiqguement les intégrales. Par exemple, pour un
triangle en 2D, le Jacobien est constant sur le triangle, et les intégrandes se ramenent a des monémes
que l'on sait intégrer exactement :

~& aeB _ alp!
.rol.ro1 QtlEzdfldfz_(0(+[3+2)!'
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Cependant, ces cas particuliers sont rares, et on préfére évaluer numériquement les intégrales en
faisant appel a des formules de quadrature. Celles-ci donnent une approximation de l'intégrale sous
forme d'une somme pondérée des valeurs de l'intégrande en un certain nombre de points de I'élément
appelés points d'intégration :

Jo, 9)dg= 3 my 9(&,).
r 9=1

Les scalaires Wy sont appelés les poids d'intégration, et les coordonnées Eg sont les coordonnées

des I points d'intégration dans I'élément de référence.

Dans les méthodes d'intégration de GAUSS, les points et poids d'intégration sont déterminés de
maniére a intégrer exactement des polyndmes d'ordre donné. C'est ce type de méthode que I'on utilise
dans le Code_Aster, les points d'intégration s'appellent alors des points de GAUSS.

Remarque :

Le nombre de points de GAUSS choisi permet d'intégrer exactement dans I'élément de
référence. En fait, a cause de la non-linéarité éventuelle de la transformation géométrique ou
de la dépendance spatiale des coefficients, l'intégration n'est pas exacte dans I'élément réel.
Cependant, il est démontré que l'erreur commise est d'un ordre inférieur & l'erreur de
discrétisation induite par la méthode des éléments finis.

Pour illustrer I'utilisation des points de GAUSS, prenons comme exemple le cas 3D, ou l'on suppose
gue l'on utilise r; points dans la direction &, I', dans la direction &, et r3 dans la direction &, soit un

total de I =13 I', I3 points de GAUSS. On montre alors que I'expression :

I3

J,o®dE=y >

izl j=1 k=

LT 9(d, &, &)

permet  dintégrer  exactement des mondmes du type (El)a(fz)ﬁ(f3)y, avec
a<2n-1,B8<2r, -1 ety<2r; -1

Exemple

On se propose de détailler le calcul de la formulation variationnelle, des fonctions de forme, de la
matrice élémentaire de rigidité thermique et du vecteur élémentaire chargement dans le cas de

I'équation de la chaleur (Laplacien) en 2D, pour des éléments de type quadrangle Q.
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Formulation variationnelle

Si I'on appelle K le coefficient de conduction, et T la température, les équations locales d'équilibre sont

[-div (k grad(T)) =f dans Q
=0 surly
E— kgrad(T).n=® sur

ou —kgrad(T) est le flux de chaleur et N la normale sortante au domaine. On impose une
température Ty =0 sur le bord [ du domaine, et un flux de chaleur ® sur le bord ;.

Soit @ la variable virtuelle associée a la température. En multipliant I'équation d'équilibre par 8, en
intégrant par parties et en tenant compte des conditions aux limites, on obtient la formulation
variationnelle :

J'Q k grad(T) grad(8) dQ = J'Q f8dQ _Irl doadr

Les termes élémentaires que |'on va devoir calculer seront donc :

+ lamatrice de rigidité thermique élémentaire : Aﬁ = IQ kgrad(N;)grad(N;)dQ
e
 le vecteur élémentaire de chargement surfacique : Lgi :IQ f N;dQ
e

+ le vecteur élémentaire de chargement linéique : L(fi ®N; dr

_IrlﬂaQe
En fait, le terme correspondant au chargement linéique Lfi est calculé dans le Code_Aster sur un

élément de bord particulier et non sur le bord de I'élément Q. On utilise donc les fonctions de forme
de I'élément de bord (qui sont les traces sur le bord des fonctions de forme de I'élément surfacique). Il
faut donc toujours utiliser 2 éléments lorsqu'on souhaite imposer un chargement ou une
condition aux limites : un élément de "volume" (pour Q) et un élément de bord (pour (?Qe).
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3.6.2 Fonctions de forme
On va utiliser des quadrangles Q, ou les inconnues sont représentés sur la base polynomiale

{1, &.,% ,Elfz} . L'élément de référence est le carré représenté sur la figure [Figure 3.6.2-a] :

2

¢

Figure 3.6.2-a : Carré de référence

On adonc :
1 -1 -1 1& El 1 1 1&
n—% 1-1-1g o, _1gl 11 -g
4 1 1 10 401 -1 1 10
L] U U [
1 -1 1 -1 01 -1 1 -10

et en utilisant la relation T); N (§) = B.(§), on obtient les expressions des quatre fonctions de forme
associées aux sommets :

N(EL &) == (1-§) (1-&,)

4
U 1
N2 (&, &) =, 1+§) (1-5)
L

1
Na(&. &) =5 (1+8) (1+&)
O 1
Ny (§. ) =7 1-&) (1+5)

La matrice des dérivées des fonctions de forme dans I'élément de référence est :

g;NE’—_Dlel szl N3,51 N451E_£D_1+€2 1_52 1+€2 _1_52D
BEH TNy, Npg Nag NygO 4 D-14§ -1-§& 145 1 0
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d'ou la matrice jacobienne J qui permet de passer de I'élément de référence a un élément réel dont
. i J NI |
les sommets ont les coordonnées (Xi v i ) obtenue grace a la relation Ja[; = z —7 Xg
=1 ‘?EB
_1HA-&)(x —x) (L&) (X3 —X4) (1 =6)(Y2 —y1) H1 #2)(Ys Ya)D

IR EL-8) (0 %) +A+E) (X %) (L =E)(Ya —Y2) HL €)(Ys )

Cette matrice d'ordre 2 pourra étre calculée aux points de GAUSS lorsqu'on en aura besoin et
facilement inversée.

Calcul des termes élémentaires

La matrice élémentaire Aﬁ :IQ kgrad, (N;)grad, (N;)dQ comprend 4 x 4 = 16 termes, mais
e

comme elle est symétrique, seuls 10 sont a calculer. Il est nécessaire d'effectuer trois opérations pour
évaluer chaque terme de la matrice élémentaire :

e somme pondérée sur les points de GAUSS,
+ transformation des dérivées : grad, (N;) = J?t gradg (N;),

« intégration sur I'élément de référence en multipliant par le jacobien (déterminant de J).

On note ici gradx le gradient dont les composantes sont les dérivées des fonctions par rapport aux
coordonnées X, et gradz le gradient dont les composantes sont les dérivées des fonctions par

ND

rapport aux coordonnées & (ce sont les colonnes de la matrice [F==[] ).

%€ O

On en déduit I'expression finale du terme élémentaire Aﬁ :

NPG

A5 = Y ka3 gradg (N; (&) 37 gradg (N (€ ¢)) det(J(E ),
g=1

ot NPG désigne le nombre de points de GAUSS. Une des familles de points de GAUSS possibles

(car elle intégre exactement les éléments Q; )pour le carré de référence [—1, l] X[ -1, ]] est celle ou

1 1
les points de GAUSS ont pour coordonnées (iﬁ x ﬁ) et ou les poids d'intégration valent 1.

214 . . e .
Les composantes du vecteur élémentaire correspondant au chargement surfacique Lsi sont calculées

de facon encore plus simple :

NPG

LS = D @y (Eg)Ni(Eg)det(I(E))
g=1

ol le chargement surfacique f est interpolé aux points de GAUSS de coordonnées paramétriques Eg .
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Systeme matriciel

4.1

4.2

4.3

L1z . P . . . . e
Pour chaque élément Q,, on a su calculer les termes dits élémentaires : matrice élémentaire A” et

vecteur élémentaire L®. La matrice A et le vecteur L sont obtenus par une procédure que I'on appelle
lassemblage des termes élémentaires, décrite ci-dessous. On expose ensuite le principe de
I'imposition des conditions aux limites, puis on donne une liste de méthodes utilisables pour résoudre le
systéme matriciel obtenu. Ces deux derniers points sont évoqués trés brievement car ils sont traités
dans d'autres fascicules de la documentation de référence [notamment R6].

Assemblage des matrices et vecteurs élémentaires

L'assemblage consiste a reporter les termes Aﬁ et Lf de chaque matrice élémentaire A° et de

chaque vecteur élémentaire L® dans les cases correspondantes Aj; et L, de la matrice A et du

vecteur L. La correspondance entre les numéros locaux I et j des degrés de liberté, et leurs numéros
globaux | et J est donnée par la table des connectivités faisant partie du maillage.

En effet, la table des connectivités donne, pour chaque élément, les numéros absolus de ses nceuds
(sommets ou non). L'ordre dans lequel sont décrits les nceuds de I'élément donne leurs numéros
locaux dans I'élément de référence (le K ®Me nceud décrit aura le numéro K localement). D'autre part,
on connait pour chaque nceud l'ordre des degrés de liberté : par exemple, le déplacement selon X,
puis le déplacement selon Y, puis la pression. Cela permet de numéroter les degrés de liberté

localement dans chaque élément. Quant aux numéros des degrés de liberté du systéme global, ils sont
obtenus aprés renumérotation des inconnues [R2.02.03]. On sait donc, pour un élément donné,
associer aux numéros | et ] des degrés de liberté locaux les numéros | et J des degrés de liberté

globaux.

Pour réaliser I'assemblage, on effectue une boucle sur les éléments. Pour chaque élément, on
détermine les nceuds qu'il comporte et donc les numéros globaux des degrés de liberté considérés, et

on ajoute au terme A,j le terme Aﬁ lui correspondant.

Imposition des conditions aux limites cinématiques

Le traitement des conditions aux limites cinématiques du type U = uD est décrit en détail dans le
fascicule [R3.03.01]. Elles sont imposées par une méthode de dualité, en introduisant un vecteur de

multiplicateurs (ou parameétres) de LAGRANGE A , ce qui conduit au systéme matriciel mixte :

FAU+BTA =L
L D
BU=U
Résolution du systéme matriciel
Le systeme linéaire précédent peut étre résolu par un certain nombre de méthodes numériques. Les

méthodes utilisées dans le Code_Aster sont la factorisation LDL" par blocs [R6.02.01], la méthode
multifrontale [R6.02.02], et le gradient conjugué préconditionné [R6.01.01].
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4.4  Estimation d'erreur et amélioration de la précision des calculs
Aprés avoir effectué un calcul par éléments finis, il est possible de faire un post-traitement permettant
d'estimer I'erreur commise : voir a ce sujet les documents [R4.10.01] et [R4.10.02].
Pour améliorer la précision des résultats, deux tactiques sont possibles :
« raffiner le maillage
» utiliser une approximation d'ordre plus élevé

- soit en augmentant le nombre de nceuds dinterpolation (famille des éléments de
LAGRANGE) ;

- soit en augmentant le nombre de variables nodales, en rajoutant par exemple les
dérivées des inconnues (famille des éléments de HERMITE) ; cette méthode n'est pas
utilisée dans le Code_Aster.

5 Organisation d'un calcul par élements finis dans le
Code_Aster
On décrit tres brievement comment et a quel endroit les aspects évoqués dans ce document sont
implantés dans le Code_Aster.

5.1 Notion d'élément fini dans le Code_Aster

Un type d'élément fini est défini par :

e untype de maille

e une liste de nceuds

» des fonctions de forme
»  des options de calcul

Un élément dans le maillage est défini par un type de maille, une géométrie (coordonnées des nceuds)
et une topologie (liste ordonnée des nceuds). C'est le type de modélisation choisi dans le fichier de
commande qui permet d'affecter a chaque maille du maillage un type d'élément fini. La commande
AFFE_MODELE [U4.22.01] affecte a chaque maille un type d'élément fini correspondant a la
modélisation spécifiée pour cette maille. Lorsque la méme modélisation est retenue pour tout le
maillage, I'utilisation d'AFFE_MODELE est simple grace a I'utilisation du mot-clé TOUT : ' QU ' .

Remarque importante :

Dans le cas contraire, il ne faut pas oublier d'affecter des éléments finis aux mailles de bord dont
on a besoin pour imposer les conditions aux limites et chargements, et qu'on aura pris soin de
créer lors de la fabrication du maillage.

L'opérateur AFFE_CHAR_MECA [U4.25.01], qui affecte conditions aux limites et chargements, va
également créer des éléments finis, par exemple les éléments finis qui porteront les degrés de liberté
de LAGRANGE utilisés dans la dualisation des conditions aux limites [R3.03.01].

L'opérateur AFFE_CARA ELEM[U4.24.01] permet de définir des caractéristiques supplémentaires pour
certains types d'éléments : par exemple, I'épaisseur des coques, l'orientation des poutres, les matrices
de masse et de rigidité des élements discrets.
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Une option de calcul indique le type de calcul élémentaire que I'élément est capable de calculer. Par
exemple Rl G _MECA concerne le calcul de la matrice élémentaire de rigidité mécanique :

Aag :IQr Nijui &j (Ng (X))€k|(N§ (x))dx,

Les "données" de cette option sont la géométrie (Qr) et le matériau (/\) complétées par la
température si le matériau en dépend.

L'option CHAR_MECA se rapporte au calcul du vecteur élémentaire pour un chargement mécanique
imposé sur la frontiére :

LS, :Ir, gNg (x)dx.

Rappelons que pour appliquer les chargements de frontiere, on utilise des éléments finis de bord
particuliers, et non pas les frontiéres des éléments finis de volume (3D) ou de surface (2D).

Remarque :

Un développeur peut parfois avoir le choix entre créer un nouvel élément fini ou ajouter une
option de calcul a un élément existant ; le choix entre ces deux solutions tient en général
compte de criteres de facilité informatique (ex. éléments sous-intégrés).

Initialisations des éléments

L'utilisation d'éléments de référence permet d'effectuer un certain nombre de calculs une fois pour
toutes au début de I'exécution. Ces calculs sont réalisés dans les routines | NI .... appelées routines
d'initialisation des éléments. On définit, pour chaque type d'élément de référence :

e le nombre de nceuds et leurs coordonnées ;
« le nombre de familles de points de GAUSS ;
¢ le nombre de points de GAUSS ;

* les poids d'intégration Wy

+  les valeurs des fonctions de forme aux points de GAUSS N;(&g) ;
ON; (&)
7, S

Pour un élément donné, on n'intégre pas forcément tous les termes élémentaires avec le méme
nombre de points de GAUSS : par exemple, on utilise en général plus de points de GAUSS pour la
matrice de masse que pour la matrice de rigidité, car les produits de fonctions de forme sont de degré
plus élevé que les produits de leurs dérivées. Un autre exemple est la sous-intégration utilisée dans
certains cas. On appelle famille de points de GAUSS chaque ensemble de points de GAUSS
susceptible d'étre utilisé.

e les valeurs des dérivées des fonctions de forme aux points de GAUSS
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5.3 Calcul des termes élémentaires

Lors du calcul des termes élémentaires (dans les routines TE....), on effectue pour chaqgue point de
GAUSS les opérations suivantes :

calcul des dérivées des fonctions de forme Nex sur I'éléement réel a partir des coordonnées
des nceuds de I'élément et des dérivées des fonctions de forme Ng sur 'élément de

référence ;

calcul de la matrice jacobienne ;

récupération du poids d'intégration multiplié par le Jacobien au point de GAUSS considéré ;
évaluation de l'intégrande (selon I'option calculée).

Le terme élémentaire est calculée par somme sur les points de Gauss en pondérant par les poids
d'intégration.

5.4 Résolution globale

La résolution globale a lieu dans les routines OP.... de haut niveau correspondant aux commandes
utilisateur (MECA_STATI QUE [U4.31.01], STAT_NON_LI NE [U4.32.01], THER LI NEAI RE [U4.33.02],

etc.).
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