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Méthode multifrontale

Résumé :

La méthode multifrontale est une méthode directe particulierement adaptée a la résolution des systemes
linéaires dont la matrice est creuse. Cette méthode comprend une phase préliminaire de renumérotation
destinée a minimiser le remplissage de la matrice au cours de la factorisation.

Cette phase permet aussi de regrouper les variables en "super-variables" ou "super-nceuds”. La factorisation,
guant a elle, est effectuée sous la forme d'une suite d'élimination de super-nceuds, dans des matrices pleines.
Ces matrices pleines permettent I'utilisation de routines optimisées comme les BLAS, qui obtiennent les
meilleures performances sur machines vectorielles ou scalaires.

Disposant de la matrice factorisée, chaque résolution de systétme ne nécessitera plus qu'une
"descente/remontée” peu colteuse.
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Description de la méthode

1.1

La méthode multifrontale est une méthode directe de résolution de systémes linéaires, qui est
particulierement adaptée aux systemes ayant une matrice creuse. Elle factorise des matrices
symétriques ou non, non nécessairement définies positives. Dans le cas le plus général, la méthode
multifrontale fait appel a la méthode de Gauss avec recherche de pivots.

La méthode implantée dans le Code_Aster est limitée aux matrices symétriques, et utilise I'algorithme

dit " LDLT ", sans recherche de pivot.

La résolution d'un systéme linéaire s'effectue en trois étapes :

. renumérotation des inconnues,
+ factorisation de la matrice,
» descente/remontée.

Dans le cas ou plusieurs systéemes linéaires, de méme matrice, sont a résoudre, seules les
descentes/remontées sont a effectuer. De méme si plusieurs matrices de méme structure sont a
factoriser, la renumérotation des inconnues ne sera pas a refaire. Cette phase préliminaire, qui
assurera la performance de la factorisation, a un co(t non négligeable, cependant son poids relatif (en
temps de calcul), diminue avec la taille des matrices a factoriser.

Nous suivrons le plan suivant :

1) présentation de la méthode LDL" classiqgue adaptée aux matrices pleines. Notion
d'élimination,

2) extension de la méthode aux matrices creuses, notion de remplissage,

3) présentation de la méthode multi-frontale.

Méthode LDLT pour les matrices pleines

Soit A, une matrice inversible, on sait qu'il existe une matrice triangulaire inférieure L a diagonale
unité et une matrice triangulaire supérieure U , telles que A =L [U . L'ordre de ces matrices sera N .

Si A est symétrique, cette décomposition peut s'écrire :
A = LDLT, éq1.1-1
ou D est une matrice diagonale et L' la matrice transposée de L, a diagonale unité.

Soient (i, j) D[l, n]2 ; de [ég 1.1-1] on déduit I'expression des coefficients de L et D. En effet on
peut écrire :

n n
— T .
Aij - z z Lik Dk|L|j eq 1.1-2
k=1 I=1

L étant triangulaire inférieure a diagonale unité, et D diagonale, [éq 1.1-2] devient :

min(i, )
Aij = z Lik ij Dkk éq 1.1-3
k=1
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Il'y a de nombreuses facons de calculer les coefficients de L et D a partir de [éq 1.1-3]. Nous allons
voir la méthode dite "par ligne" utilisée habituellement dans le Code_Aster, et la méthode "par colonne"
utilisée dans la méthode multifrontale.

Méthode par ligne

Les lignes de L et D sont calculées conjointement les unes aprés les autres. Supposons ces lignes
connues jusqu'a l'ordre (i —1), et supposons aussi que les coefficients de la ligne 1 sont connus
jusqu'a l'ordre j—1 ;[éq 1.1-3] s'écrit, avec | <I :

j-1
Aij = Z Lik ij Dkk +Lij DJJ L” €q 1.1-4
k=1
Onaainsi:
0 i1 [l
Lij = %AIJ - Z Lik ij Dkk D” éq 1.1-5
k=1
et de facon similaire :
i-1
Di = Aji-) Li Li Di éq 1.1-6
k=1

Avec cette méthode, chaque coefficient est calculé en une seule fois (opération [éq 1.1-5]), en allant
chercher les coefficients précédemment calculés, et en faisant le produit scalaire de

(ij, k=1, j —1) et (T, k=1, j-1), avec Ty =Ly .Dy

Cet algorithme est illustré par [Figure 1.1-a].

(En gris et hachuré, les termes nécessaires
au calcul de Lj)

Figure 1.1-a
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Méthode par colonnes
Examinons la figure [Figure 1.1-b] suivante :

On ajoute a la colonne en la colonne
en , multipliée par le produit des termes

en I

J i
Figure 1.1-b
Supposons que la colonne |, c'est-a-dire les termes Djj et (Lij’ =] +1, n), soit connus et
effectuons l'algorithme suivant :
pour i = j+1an, faire éq1.1-7
— 2
Djj = Dj —LjDj

pour K =i +1an, faire
Lki = Lki - ij I_IJ DJJ (saxpy) éq1.1-8

Faisons trois remarques :
1) les opérations [éq 1.1-7] s'appellent I'élimination de l'inconnue | . En effet, aprés [éq 1.1-7],
on ne fera plus jamais appel aux termes de la colonne j dans la suite de l'algorithme. La

méthode par colonne est parfois qualifiée de "looking forward method"; dés qu'ils sont
calculés, les termes de la matrice agissent sur les termes suivants. En revanche, les
méthodes par ligne sont appelées "looking backward methods" ; on va chercher les termes
précédemment calculés a chaque nouveau calcul,

2) [l'opération [ég 1.1-7] est une opération de type "saxpy", on soustrait au vecteur

(Lkiy k=i+1, n) , le produit de la constante Lij EIDJ-J- et du vecteur (ij ki =i+1], n),
3) ayant effectué [éq 1.1-7] pour | fixé, voyons ce qu'il reste a faire pour connaitre la colonne

(i+1),

- Dj+1 j+1 est connu (On le vérifie facilement),

- il suffit de diviser la colonne (Lk’jﬂ, k=j+2, n) par D4y j41 pour avoir la valeur

définitive de celle-ci.
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(On a abusivement confondu ci-dessus les termes L,; définitifs et leur nom de programmation qui
contient les valeurs de L ,; modifiées au cours des éliminations).

On en déduit donc l'algorithme général de factorisation LDLT par colonnes.

pour j =1 an, faire

pourk = j+1an, faire
Ly = Ly /Djj / normalisation /
éq 1.1-9
pour i = j+1lan, faire [ élimination /
— 2
Dii = Dji —Lj Dj
pour K =i +1an, faire
Lki = Lki _ij Llj D” /saxpy/

Avant de passer a la notion de remplissage, il convient de faire dés maintenant une remarque utile pour
la suite. Si I'on regarde [éq 1.1-9], il apparait que I'on peut éliminer l'inconnue |, méme si les termes

(L ki K=1+1, n) et D;; ne sont pas encore disponibles. En effet, il suffit de conserver les termes

(— Ly Lij Djj), et de les ajouter ensuite aux termes L ;. Ces termes (ij L Djj), I variant de

j*l an etk dei+lan formentune matrice associée a I'élimination de linconnue |, que I'on
appellera par la suite la matrice frontale .

1.2 Matrice creuse et remplissage

On rappelle que si la matrice initiale comporte des termes nuls, les éliminations successives
provoquent du remplissage, c'est-a-dire que certains termes L ; sont différents de zéro alors que le

terme initial A l'est.

Supposons qu'avant I'élimination de l'inconnue j, le terme L; estnul; si ij et I—ij sont tous deux

non nuls, [éq 1.1-9] montre que L ; deviendra lui aussi non nul. Ce remplissage a une interprétation
graphique. Supposons dans ce cas que toutes les inconnues sont représentées par les nceuds d'un
graphe : on reliera les nceuds K et i si et seulement si le terme A; de la matrice initial est non nul.

Si A est nul avec i relié a j et k relié a j, I'élimination du point de vue graphique de j
consistera a relier alors i et K.

La figure [Figure 1.2-a] illustre cette interprétation. Les arétes en pointillé sont celles crées par
I'élimination de | . Elles correspondent a de nouveaux termes non nuls de la matrice L .
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Figure 1.2-a : L'élimination du nceud j relie tous ses voisins entre eux

1.3 Méthode multifrontale

La méthode multifrontale est une méthode directe, de type Gauss, qui vise a exploiter au maximum le
creux de la matrice a factoriser. Elle cherche, d'une part, & minimiser le remplissage en utilisant une
renumérotation optimale, d'autre part, elle extrait de la structure creuse de la matrice l'information lui
permettant d'éliminer (cf. page 5 remarque (1)) des inconnues indépendamment les unes des autres.

Examinons le cas simple de la figure [Figure 1.3-a], ol la matrice a un seul terme nul, A, .

Figure 1.3-a

La colonne 2 de L ne subit pas les effets de I'élimination de linconnue 1, car le coefficient
Ay =0,puis Ly, =0 (cf. [éq 1.1-9] vue précédemment). Les contributions aux colonnes 3 et 4 de

L, des inconnues 1 et 2 sont indépendantes de leur ordre d'élimination (il faut regarder en détail

[ég 1.1-9]). De cette constatation, on peut introduire la notion d'arbre d'élimination présentée par |. Duff
[bib1].
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L'arbre d'élimination de la matrice A peut étre représenté par la figure [Figure 1.3-b].

o 4

® 3
[ J [ J
1 2
Figure 1.3-b

Cette arborescence contient deux notions :

l'indépendance de certaines éliminations (ici les variables 1 et 2), qui conduira a un
parallélisme possible des opérations,

la minimisation des opérations a effectuer, (on voit sur 'arborescence que le terme L,; n'est
pas a calculer).

Etant donné une matrice creuse, dont on connait le remplissage, I'arbre d'élimination peut étre
construit comme suit :

toutes les feuilles de l'arbre (extrémités inférieures) correspondent aux inconnues |, telles
que Aji =0 pour i=1a j—1.Ici1 estbien sur une feuille car il n'y a pas de terme Ay;
pour i <1, 2 est aussi une feuille car Ay =0,

un nceud j a pour pére i, si i estle plus petit numéro de ligne telle que Ajj #0. Ici, 3 est
le pére de 1 et de 2.

Remarques :

1)

2)
3)

4)

on emploie a partir de maintenant le vocabulaire de la théorie des graphes, arbre, feuille,
nceud... Ici l'arbre est retourné, ses feuilles sont en bas,

on se reportera a [bib1] pour plus de détails et les démonstrations de la validité de la méthode,
dans l'exemple ci-dessus, l'ordre d'élimination entre les inconnues (3) et (4) est fixé par la
numérotation initiale, on aurait pu permuter les lignes et les colonnes de la matrice et avoir 4
comme pére de 1 et 2,

il faut remarquer que la fabrication de cette arborescence doit prendre en compte les termes
non nuls obtenus par remplissage au cours de I'élimination. (On verra plus de détails sur ce
sujet dans [bib2]). On ne peut fabriquer I'arbre d'élimination uniquement a partir de la matrice
creuse initiale : il faut connaitre aussi les termes de remplissage comme déja mentionné
précédemment. La factorisation numérique de la méthode multifrontale est précédée d'une
phase importante : la simulation des éliminations et ainsi, de la création des termes non nuls.
On appelle aussi cette simulation, I'élimination logique ou symbolique. Cette simulation a lieu
au cours de la premiere phase : la renumérotation. On va voir les quatre phases de la
méthode multifrontale, les plus importantes étant la premiére et la quatrieme.

Manuel de Référence
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Premiéere phase : La renumérotation du "minimum degree" (degré minimum).

Cette renumérotation a pour premier but de minimiser le nombre d'opérations a effectuer lors de
la factorisation. Pour cela on simule I'élimination des nceuds et on choisit comme candidat a
I'élimination le nceud du graphe ayant le plus faible nombre de voisins. On utilise ici la notion de
graphe vue a la figure [Figure 1.2-a]. La matrice creuse initiale définit le graphe sur lequel on
travaille. Ce dernier est ensuite remis a jour a chaque élimination de nceuds (création de liens). La
simulation du remplissage permet d'atteindre le second but qui est la fabrication de l'arbre
d'élimination vue au paragraphe précédent. Le troisieme but atteint, est la création des
super-nceuds. C'est une notion importante que nous allons développer.

Un super-nceud (SN) est formé de I'ensemble des nceuds qui, au cours de I'élimination, ont les
mémes voisins au sens du graphe d'élimination. Au cours de la simulation de I'élimination, on

détecte que par exemple, les nceuds i, | et K sont:

+  d'unpart, voisins entre eux (les termes Lj;, L, L ... sont non nuls),

jl
o dautre part, ils ont pour voisins communs les noeuds: {I,m, p,q,r,s,t} (voir
[Figure 1.3-c]).

lls forment alors le super-nceud {i, j, k} et seront éliminés tous ensemble lors de la factorisation
numérique.

La MM-F est une méthode de factorisation par blocs, lorsqu'elle utilise la notion de "super-noeud".
Cette notion a le double avantage suivant :

» elle diminue le codt (non négligeable) de la renumérotation,
« elle diminue le colt de la factorisation en regroupant les calculs (utilisation de routines
d'algébre linéaire de type bl as- 2 ou bl as- 3).

On voit sur [Figure 1.3-c] la structure des colonnes {i, J, k} (termes non nuls en grisé) dans une

matrice globale creuse virtuelle. En fait, une telle matrice creuse n'est jamais assemblée. On
travaille dans des matrices locales pleines que I'on appelle les matrices frontales. On a une
matrice frontale par SN (On reverra cette notion au paragraphe "Factorisation numérique").

L en grisé, les termes non nuls de la
matrice virtuelle globale

Figure 1.3-c
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En résumé, la premiére phase de la méthode multifrontale (la renumérotation par le "minimum degree")
consiste en les trois actions suivantes :

e une renumérotation des inconnues a éliminer, afin de minimiser le remplissage. On simule les
éliminations en mettant a jour a chaque fois les listes de voisins des nceuds,

e conjointement a I'action précédente, on construit I'arbre d'élimination, et,

e on détecte les "super-nceuds”, que l'on peut qualifier de classe d'équivalence pour la relation
"ont les mémes voisins".

Remarque :

L'arbre d'élimination fourni par la renumérotation est exprimé en termes de super-nceuds, car
I'élimination numérique a suivre se fera par super-nceuds.

Deuxiéme phase : La factorisation symbolique

Cette phase n'est pas aussi fondamentale que la précédente. C'est une phase technique destinée
a construire certains pointeurs. Ce sont en particulier les tableaux d'indices globaux et locaux qui
établissent les correspondances entre les inconnues lors de I'assemblage des matrices frontales.

Troisiéme phase : La séquence d'exécution

C'est aussi une phase technique. On a vu au paragraphe précédent que la méthode consistait a
parcourir l'arbre d'élimination, en effectuant une élimination a chaque nceud de l'arbre. Le résultat
de cette élimination est une matrice frontale. L'ordre de cette matrice est le nombre de voisins du
SN éliminé. Le stockage des matrices frontales est coliteux en occupation de la mémoire.

La matrice frontale | (résultat de I'¢limination du SNj) sera assemblée dans la matrice frontale
du nceud i, o0 | estle pére de j. On verra cette phase plus en détail lors de la factorisation

numérique). Toutes les matrices frontales doivent étre conservées, jusqu'a ce qu'elles soient
utilisées lors de I'élimination du "SN pére". On peut alors ranger la matrice du "SN pére" a la place
de celles des "SN fils".

Il'y a plusieurs facons de parcourir I'arbre en respectant la contrainte : "le fils doit étre éliminé avant
le pere". L'objet de la troisieme phase est de trouver l'ordre de parcours qui minimise la place en
mémoire nécessaire pour le rangement des matrices frontales ([bib2], page 2.12).

Quatriéeme phase : La factorisation numérique

Cette phase est la factorisation effective, c'est-a-dire le calcul des matrices L et D. Par la suite,
on confondra ces deux matrices et d'un point de vue informatique D sera vu comme les termes
diagonaux de L .

La factorisation numérique consiste a parcourir I'arbre d'élimination ; pour chaque « Super-nceud »,
on effectue :

« l'assemblage, dans la matrice frontale "mére", des matrices frontales "fille",
e I'élimination des colonnes du super-nceud.
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Voyons I'exemple suivant avec le graphe et I'arbre d'élimination de [Figure 1.3-d] (les noeuds 8,9,
10 ne figurent pas sur le dessin).

e SNA4(8,9,10)

®_ SN3(4,5,6,7)

SN1(1,2) SN2(3)

Figure 1.3-d : Exemple de graphe et d'arbre d'élimination

Entre parenthéses, on lit les numéros des inconnues du SN.
L'élimination du SN1 consiste en :

1) l'assemblage des colonnes 1 et 2 de la matrice initiale, dans une matrice de travail, dite
matrice frontale avant élimination. Cette matrice est d'ordre 5, liée aux inconnues (1, 2, 4, 5,
6). (Car 1 et 2 sont liés a (4, 5, 6) uniquement),

2) Il'élimination du SN1 (des colonnes 1 et 2, selon les formules [éq 1.1-7] et [éq 1.1-8] vues
précédemment),

3) le rangement des deux colonnes 1 et 2 de la matrice, dans un tableau FACTOR, qui contient
les colonnes de la matrice factorisée globale,

4) le rangement de la matrice frontale 1 d'ordre 3 li€ée aux inconnues (4, 5, 6).

On fait la méme chose avec le SN2.

Ces deux éliminations sont illustrées par la figure [Figure 1.3-e], ou on voit en grisé avec hachure les
deux matrices frontales.

matrice frontale 1 matrice frontale 2

tableau FACTOR

Figure 1.3-e
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matrice frontale 1 [0 ©

L'élimination du SN3 consiste en :

« I'ajout des colonnes (4, 5, 6, 7) de la matrice initiale, a la matrice de travail d'ordre 7, liée aux
inconnues (4, 5, 6, 7, 8, 9 ,10),

« l'assemblage des matrices frontales 1 et 2 dans cette matrice de travall,

e I'élimination des colonnes (4, 5, 6, 7),

« I'obtention dans FACTOR de quatre colonnes supplémentaires,

« I'obtention de la matrice frontale 3 d'ordre 3 (colonnes 8, 9, 10).

On remarque que la matrice frontale 3 peut se ranger a la place des matrices frontales 1 et 2. Le
rangement de ces matrices nécessite une structure de pile ou I'on empile a la fin d'une élimination, et
ou l'on dépile pendant I'assemblage. C'est la longueur maximale de cette pile qui est minimisée lors de
la phase de séquence d'exécution.

La figure [Figure 1.3-f] illustre I'élimination du SN3.

colonnes initiales
(@)

00o0
O0O0O0

matrice
frontale 2

matrice frontale 3

Figure 1.3-f : Elimination du SN3

On remarque que le coefficient L4 (carré blanc sur la figure [Figure 1.3-f]), provient de I'élimination
du SN3, et que le terme initial A, est nul (lien en pointillé sur la figure [Figure 1.3-d].

On a vu au paragraphe 1.1 que I'élimination d'une colonne consistait en une opération de type "saxpy",
ajout a un vecteur du produit d'un vecteur par un scalaire.

On voit facilement que I'élimination d'un super-nceud, groupe de colonnes, consiste en une opération
de type "produit matrice-vecteur". Ces opérations consomment la plus grande part en temps de calcul,
du travail de factorisation de la matrice. Elles sont réalisées par des sous-programmes de la
bibliotheque BLAS, fournies apres avoir été optimisées sur la plupart des calculateurs. On voit sur la

figure [Figure 1.3-g] la colonne | mise a jour par le produit de la matrice A[] +1:n,1: m] et du

vecteur A[j, 1: m] }
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La factorisation étant terminée, on dispose de la matrice factorisée sous la forme d'un tableau
compacté des termes non nuls uniguement. C'est un stockage de type "morse". Le tableau d'indice
global évoqué dans la factorisation symbolique indique, pour chaque colonne de L, les numéros de
ligne de chaque coefficient stocké.

%

Alj+Llinlim

Figure 1.3-g : Mise ajour de la colonne j par un produit matrice*vecteur

1.4 Descente - Remontée

Les colonnes de L étant stockées de fagon compactée, la descente est de type "saxpy" et la
remontée de type produit scalaire, ces deux opérations étant toutes deux indexées. C'est-a-dire que
l'algorithme de descente est grossiérement le suivant, (en ayant préalablement initialisé X par le
second membre du systeme) :
pour i =1 an faire

pour K [0 colonne i faire

x(global(k)) = x(global(k)) -L, xx(i)  (saxpy indexe)

pour i =1 an faire

x(i) = x(i) / D;;

La remontée, elle, s'écrit sous la forme :

pour | variantdenal faire

x(i) = x(i)- Z L ki D((global(k)) . produit scalaire indexé
kTolonne i
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Implantation et utilisation dans le Code Aster

L'utilisation de la méthode multi-frontale est accessible par l'opérateur NUVE _DDL, de la fagon
suivante :

nu = NUME DDL (matr_rigi : matr, stockage : 'MORSE', ou renum: ' MDA
renum : "MD') ; ou renum: 'METIS

Deux autres méthodes de renumérotation sont disponibles : Minimum Degré approché (MDA), qui est
une variante de la méthode du minimum degré, et une méthode de dissection emboitée (METIS). Elles
sont décrites brievement en annexes 1 et 2. Il suffit de remplacer la valeur de renum par MDA, ou
METIS.

Cette méthode est également disponible dans MECA STATI QUE, STAT_NON LI NE, DYNA _NON_LI NE,
THER LI NEAI RE, THER_NON LI NE avec la méme logique.

Ensuite, on utilisera I'opérateur FACT_LDLT, l'appel étant le méme que dans le cas d'une matrice
stockée suivant le mode profil.

Dans NUME_DDL, on indique que la matrice a factoriser est rangée suivant le mode ' MORSE' et que
'on demande une des deux renumérotations du "minimum degree", ou une renumérotation par
dissection emboitée (METIS).

Dans ce cas, NUVE_DDL effectue les trois premiéres phases vues précédemment ;

1) renumérotation,
2) factorisation symbolique,
3) séquence d'exécution.

Ces opérations prennent en compte la présence des "double-lagrange” et respectent I'ordre des d.d.l.
impliqués par les conditions aux limites.

En outre, NUVE_DDL prépare le découpage par blocs de la matrice factorisée. En effet, on a vu qu'a
chaque élimination, on rangeait dans un tableau les colonnes de la matrice factorisée. Ces colonnes ne
serviront que lors de la descente/remontée. Elles ne servent jamais au calcul d'autres colonnes. Il n'y a
donc aucun intérét a les avoir toutes en mémoire. Elles sont rangées, dans le Code_Aster, sous la
forme d'une collection d'objets JEVEUX de longueur variable. Ces objets, blocs de colonnes, doivent
néanmoins satisfaire la contrainte suivante : chaque bloc correspond a un nombre entier de
"supernceuds". On ne peut donc avoir les colonnes d'un méme "supernceud” sur plusieurs blocs.

Etant donné que I'on ne connait pas la place en mémoire disponible lors de la factorisation numérique,
on décide dans NUVE_DDL que la longueur maximum de chaque bloc sera le max. (sur tous les SN)
de la somme des longueurs des colonnes du SN.

0 [l
Lby. = |\é|’\zl;1ix E‘(;Nilongueur (col.k)g . (en abrége)
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L'opérateur FACT_LDLT utilise les pointeurs créés par NUVE_DDL et la matrice initiale '"MORSE' . Il
crée la matrice factorisée sous la forme d'une collection d'objets JEVEUX, comme on la vu
précédemment. Une structure de donnée provisoire est aussi nécessaire. Elle concerne les matrices
frontales. Deux cas se présentent ;

 la pile des matrices frontales peut tenir toute entiere en mémoire (dans un tableau
monodimensionnel), dans ce cas, on alloue un objet JEVEUX et I'algorithme multifrontal gére
alors lui-méme cet espace, en rangeant la matrice frontale "mére" a la place des matrices
"filles",

« elle ne tient pas et, dans ce cas, elle est créée sous la forme d'une collection d'objets
JEVEUX, chaque matrice frontale étant un objet. Pour I'élimination du "supernceud” i , il faut
simultanément en mémoire :

- le bloc de la factorisée auquel appartient le SNi ,
- l'objet matrice frontale i, ainsi que toutes les matrices frontales "fille" de 1, qui
seront détruites aprés leur utilisation.

La matrice frontale |1 sera, elle, conservée en mémoire jusqu'a son utilisation et sa destruction. On
pourrait, comme il était fait auparavant, libérer au sens de JEVEUX chaque matrice frontale aprés sa
création. Cela peut entrainer alors, en cas de faible mémoire disponible, un stockage sur disque
rédhibitoire en volume. En effet, une destruction d'objet JEVEUX n'entraine pas la destruction de son
image sur disque, et la somme des longueurs des matrices frontales est énorme.

En résumé, il faut pouvoir ranger simultanément en mémoire :

* un bloc de la factorisée,
« lapile des matrices frontales, en un seul objet si cela tient, en plusieurs objets sinon.

Il faut donc "suffisamment" de mémoire pour utiliser la méthode multifrontale. La seconde maniéere de
ranger la pile permet I'exécution quand la mémoire est suffisante, mais émiettée.

Quand la mémoire est insuffisante, il faut relancer I'exécution de f act _| dl t avec une mémoire plus
grande.

Remarque :

Afin de fournir un ordre de grandeur, les gros cas-tests traités par le Code_Aster, ont nécessité
jusqu'a 20 ou 25 mégamots de mémoire pour la pile des matrices frontales. Dans la plupart des
cas la résolution fact_ldlIt est utilisée aprés de nombreux autres opérateurs, et ne bénéficie plus
que d'une mémoire émiéttée, ou de peu de mémoire, (en particulier lors de I'utilisation de
l'opérateur MODE_| TER_SI MULT ou MODE_I| TER_I NV, qui alloue beaucoup de place aux vecteurs
de LANCZOS). L'utilisateur voulant exécuter un trés gros cas peut avoir intérét a procéder en deux
étapes, la seconde exécutant fact_ldIt en mode "poursuite” et bénéficiant alors d'une mémoire
centrale non émiettée.
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Annexe 1 Documentation de référence de la méthode
« Approximate Minimum degree »

L'algorithme du « minimum degree » consiste a numéroter les nceuds d’'un graphe dans I'ordre croissant du
nombre de leurs voisin. En voici une description simplifiée mais essentielle.

1) onforme le graphe initial associé a la matrice creuse a factoriser,

2) on calcule le nombre des voisins des nceuds (leur degré),

3) on numérote en premier (puis élimine du graphe), le nceud ayant le moins de voisins (degré minimum),
4) onremet a jour le graphe de I'étape 1,

5) onretourne a I'étape 2.

Le calcul du degré des nceuds est une opération colteuse en temps de calcul. La méthode « Approximate
Minimum degree » [bib3] se propose de réduire ce colt. Pour cela, au lieu de calculer le degré réel d’'un nceud
on se contente d’'un majorant (souvent égal, d’apres les auteurs, au vrai degré), de calcul plus facile. En effet au

cours de I'élimination le vrai degré du nceud i est égal a d;, cardinal de 'ensemble suivant: A; [ { Le} , oU
I'union est faite sur 'ensemble des voisins €, précédemment éliminés, de | (termes de remplissage), et ou A
est lensemble des voisins initiaux. Dans la méthode approchée d; est remplacé par
Qi -card( A )+Z card{ Le} , C'est-a-dire que I'on néglige l'intersection des L.

Cette méthode est décrite dans [bib3] et les différentes variantes de I'algorithme du « minimum degree » sont
exposées dans [bib4].

Annexe 2 Documentation de référence Metis

L'implémentation du module de renumérotation pour matrices creuses METIS est décrit dans la note [bib5],
fournie dans le répertoire metis-4.0/Doc du logiciel. L'algorithme utilisé est décrit dans [bib6]
Il est aussi possible de consulter 'adresse internet suivante : http ://www.cs.umn.edu/~karypis

Metis est principalement un outil de découpage de graphes (maillages), visant les 2 buts suivants :

e découper un graphe donné en p sous-graphes ayant des tailles les plus proches possibles,

« minimiser la taille des frontieres entre les sous-graphes.
Le premier but vise un bon équilibre de parallélisation sur p processeurs et le second vise a minimiser
les communications.

METIS utilise un algorithme de partition de graphes a plusieurs niveaux, procédant de la fagon suivante : a
chaque niveau on cherche des séparateurs (ensemble de cotés), de tailles minimales coupant le graphe en
parties égales. METIS applique ce principe a la renumérotation des nceuds d’'un graphe en cherchant a chaque
étape un séparateur divisant le graphe en 2 sous-graphes. On numérote en téte les nceuds du premier
sous-graphe, ensuite ceux du second, puis ceux du séparateur. On applique ensuite le méme algorithme aux 2
sous graphes de facon récursive.
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