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Elements “exacts” de poutres (droites et courbes)

Résumé :

Ce document présente les éléments de poutre du Code_Aster basés sur une résolution exacte des équations du
modéle continu effectuée pour chaque élément du maillage.

Les poutres peuvent étre droites (Eléments POU D T et POU D E) ou courbes (Eléments POU_C T). La
section, constante ou variable sur la longueur, peut étre de forme quelconque. Le matériau est homogéne,
isotrope, élastique linéaire.

Les hypothéses retenues sont les suivantes :

« Hypothese d'Euler : le cisaillement transverse est négligé, ainsi que l'inertie de rotation.
Cette hypothese est vérifiée pour de forts élancements (élément POU_D_E).

*  Hypothese de Timoshenko : le cisaillement transverse et tous les termes d'inertie sont pris en compte.
Cette hypothése est a utiliser pour des élancements faibles (éléments POU D T et POU _C T).

« Hypothése de Saint-Venant : la torsion est libre.

Le traitement des divers chargements et des grandeurs attendues en résultat (contraintes - efforts) est
également présenté.
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Avant-propos

Cette documentation de référence des éléments de poutre a été effectuée a partir d'un travail réalisé
par M.T. Bourdeix, P. Hemon, O. Wilk de I'Institut Aérotechnique du Conservatoire National des Arts et
Métiers, dans le cadre d'un Contrat Externe de Recherche et Développement avec ce laboratoire.

Le volume de ce document est d0 a la fois a la précision recherchée et au caractére didactique de
I'exposé, qui est volontairement conserve.
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Notations

Les notations utilisées ici ne sont pas toutes identiques a celles utilisées dans [U1.04] et [U4.24.01],
pour des raisons de compacité et d'homogénéité avec [R3.08.03].

On donne la correspondance entre cette notation et celle de la documentation d'utilisation.

DX, DY, DZ et DRX, DRY, DRZ sont en fait les noms des degrés de liberté associés aux composantes
du déplacement U, Vv, W, 6, Gy, g,.

C constante de torsion JX
ey € excentricité du centre de torsion/cisaillement EY, EZ
E module d'Young E
v coefficient de Poisson NU
G
module de Coulomb = 77—~
2(1+v)
Iy' I, moments géométriques de flexion par rapport aux axes Y, Z 1Y, 1Z
| o moment géométrique polaire
lg moment d'inertie polaire autour de I'axe longitudinal X
X
ky' kz coefficients de cisaillement 1 1
AY AZ
K matrice de rigidité
M matrice de masse
M,, My' M, moments autour des axes X, Y, Z MT, MFY, MFZ
N effort normal a la section N
S aire de la section A
u,v,w translations sur les axes X, Y, Z DX DY DZ
Vy Vv, efforts tranchants suivant les axes Y, Z VY, VZ
p masse volumique RHO
O, contrainte de cisaillement transverse
.
8, Qy’ 8 rotations autour des axes X, Y, Z DRX DRY DRZ

Manuel de Référence

Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne

HI-75/96/060/A



Code Aster” Version 3

Titre : Eléments "exacts" de poutres (droites et courbes) Date : 02/12/96
Auteur(s) : J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX clé: R3.08.01-A Page: 5/72
Introduction
Une poutre est un solide engendré par une surface d'aire S dont le centre d'inertie géométrique G
décrit une courbe C appelée la fibore moyenne ou fibre neutre. L'aire S est la section droite (section
transversale) ou profil, et I'on suppose que si elle est évolutive, ses évolutions (taille, forme) sont
continues et progressives lorsque G décrit la ligne moyenne.
Pour I'étude des poutres en général, on fait les hypothéses suivantes :
» la section droite de la poutre est indéformable,
» le déplacement transversal est uniforme sur la section droite.
Ces hypothéses permettent d'exprimer les déplacements d'un point quelconque de la section, en
fonction des déplacements du point correspondant situé sur la ligne moyenne, et en fonction d'un
accroissement de déplacement d0 a la rotation de la section autour des axes transversaux. Cette
derniére peut étre négligée (POU_D_E) ou faire I'objet d'une modélisation (POU_D T et POU_C_T).
La discrétisation en éléments "exacts" de poutre s'effectue sur un élément linéique a deux noeuds et six
degrés de liberté par nceuds. Ces degrés de liberté sont les trois translations U,V, W et les trois
rotations 6, , Qy, g.
z
y
1 2
O . - O
X
u 6y u 6y
v 6y v 6y
w 6, w 6,
Attendu que les déformations sont locales, il est construit en chaque sommet du maillage une base
locale dépendant de I'élément sur lequel on travaille. La continuité des champs de déplacements est
assurée par un changement de base, ramenant les données dans la base globale.
Dans le cas des poutres droites, on place traditionnellement la ligne moyenne sur lI'axe x de la base
locale, les déplacements transversaux s'effectuant ainsi dans le plan (y, Z).
Enfin lorsque nous rangeons des grandeurs liées aux degrés de liberté d'un élément dans un vecteur
ou une matrice élémentaire (donc de dimension 12 ou 122), on range d'abord les variables pour le
sommet 1 puis celles du sommet 2. Pour chaque nceud, on stocke d'abord les grandeurs liées aux trois
translations, puis celles liées aux trois rotations. Par exemple, un vecteur déplacement sera structuré
de la maniére suivante :
Ul,Vl,Wl, 9)(11 Q/ll @l ’ UZ,VZ,WZ, Q(Z, Q/Zl QZ
sommet 1 sommet 2
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1 Les équations du mouvement
Dans ce chapitre on présente les équations du mouvement des poutres en traction-compression, en
torsion et en flexion dans le domaine élastique. Dans chacun des cas, ces équations sont déduites par
application des équations de Lagrange, issues du principe de Hamilton, ou bien en écrivant I'équilibre
local d'un segment de poutre. Nous avons choisi de rappeler les deux méthodes, le lecteur pourra se
référer a celle qui lui est la plus familiere. On se limite ici aux cas ou les seuls chargements sont des
chargements répartis (pas de forces concentrées).

1.1 Latraction-compression
La traction-compression est le mouvement de translation sur I'axe longitudinal de la poutre.

1.1.1 Equation d'équilibre local

On considére un segment de longueur dX soumis & un effort axial N [fig 1.1.1-a] interne et une force
extérieure fo par unité de longueur.

X X + dx

N(x) N(x + dx)

Figure 1.1.1-a: Segment de poutre chargé axialement

La poutre a une section S(X) et est constituée d'un matériau de masse volumique p(X) et de module

d'Young E(X) . Le principe fondamental de la mécanique permet d'écrire :

2
-N(x)+ N(x+dx)+I:+dx foq(s)ds = Idep(s)s(s)‘? u(s) ds

X ot?
ou U est le déplacement sur |'axe X du segment.

Donc :

N(x+dx) = N(x) . 1 xdx _ 1 e d%u
i +dex foi(s)ds = dXIX oS Py ds

En passant a la limite quand dx — O, on obtient :

dN
%He@(’? = pS— (x) 6q1.1.1-1
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On ne conserve que les termes du premier ordre et on remplace dans [éq 1.1.1-1], puis on utilise la loi
de Hooke et I'hypothése que la poutre est constituée de fibres longitudinales travaillant uniquement en
traction-compression pour exprimer |'effort axial par :

Jdu
N(x) = ES— 2q 1.1.1.-2
(x) Ox éq
On obtient ainsi aprés simplification par dx :
i%sﬂ%f = Sﬂ 59 1.1.1-3
I x Ix ext — P 912 éq 1.1.1-

qui représente I'équilibre local au premier ordre d'une poutre, pour un mouvement de
traction-compression.

Méthode du Lagrangien

Reprenant le segment de poutre de la figure [Figure 1.1.1-a] I'énergie cinétique totale de la poutre de

longueur | s'écrit :
1o
E, = 2IOpS ot dx.

1 u
On notera pour la suite ECe = E pS ot I'énergie cinétique élémentaire.

L'énergie interne de déformation, grace a la loi de Hooke s'écrit :

14 ug
Epint = 2J'OES % dx.
1 u
On notera de méme Ep, =— ES %g
intg 2 X

On a également le travail de la force externe donné par :

|
Ep,, = IO four U OX

et au niveau élémentaire E = oyt U
Pexte

Le lagrangien est donné par :

L = E.-E

Pint - E Pext
et la densité lagrangienne :

L = E

e Pinto Pext *

Manuel de Référence Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne HI-75/96/060/A
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Pour le systéme continu monodimensionnel, I'équation de Lagrange s'écrit dans ce cas :

oL ig%t 1% _ ,
Jdu odx u'% ot m-,@ =0 éq1.1.2-1

ol U' et U désignent respectivement la dérivée par rapport a X et par rapport au temps. Son
application nous rameéne évidemment a I'équation du mouvement d'une poutre en traction-compression
[ég 1.1.1-3].

Latorsion pure (torsion de Saint-Venant)

La torsion est le mouvement de rotation autour de I'axe longitudinal de la poutre. On suppose ici que le
centre de gravité est confondu avec le centre de rotation (de torsion) [R3.03.03], et on néglige le
gauchissement de la section. Le cas de l'excentricité du centre de torsion par rapport au centre de
gravité est traité au [83.1].

Equation d'équilibre local

On considére un segment de longueur OX mis en rotation sous l'action d'un moment M,
[Figure 1.2.1-a] interne et d'un couple extérieur ', par unité de longueur.

X X + dx
M(x) 'x M(x + dx)
o i Q .......... C ..... Q .................. Q -
X
{ | | ] positif
-
dx

Figure 1.2.1-a: Segment de poutre en rotation autour de (Ox)

Le segment est tourné d'un angle QX par rapport a la position non déformée. Nous avons ainsi :

Poutre de section circulaire

d & 3°6
= M0+ Mk + [T () ds = [ =

ds

avec |9x :Ip r2 ds est le moment d'inertie plane de la section S autour de I'axe de rotation (0, X).
s

Comme pour la traction, on obtient aprés division par X et passage a la limite :

dM,
dx

9% 6,
ot?

+FX = |9X
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On introduit la loi de comportement :

08,
P ax

M, = GlI

ou G estle module de Coulomb (ou module de cisaillement) et | D le moment géométrique polaire par
rapport au centre de gravité de la section. (On a d'ailleurs : Iex =p Ip pour un matériau de masse

volumique homogeéne).

Nous obtenons alors I'expression :

L 3% 0
5 X & 6q 1.2.1.1-1

4 I +r, = |1
qui représente I'équilibre local au premier ordre d'un segment de poutre pour un mouvement de torsion.

Poutre de section quelconque

Pour tenir compte du gauchissement tout en restant dans I'hypothése de torsion libre, dans le cas des
sections non circulaires on est conduit a remplacer le moment Ip par une constante de torsion C

(inférieure a | IO) dans I'équation de torsion ([R3.03.03] pour le calcul de C).

X

JXx

Par définiton, M, =G C . On obtient alors :

J 06, 3% 6, ,
Egecdx +r, = pC (2 eq1.21.21

Lorsque le centre de gravité de la section n'est pas le centre de rotation, cette expression n'est pas
valable et les mouvements de torsion et de flexion sont couplés.

Méthode du Lagrangien

Nous avons de la méme maniére qu'au [81.1.2] I'énergie cinétique (par exemple pour une poutre de

section circulaire) :
11 @)
¢ Io 2 %Oat d
I'énergie potentielle interne

_J1 ng
Epint - IOZGIP% dx ,

et le travail du couple extérieur

|
Ep. = J'OFX 8, dx.
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En appliquant I'équation de Lagrange [éq1.1.2-1] & la variable 6,, on aboutit naturellement a
[éq 1.2.1-1] donnant le mouvement d'une poutre en torsion pure.

La flexion simple

La flexion est le mouvement de translation et de rotation autour d'un axe perpendiculaire a l'axe
longitudinal de la poutre. On parle ici de flexion simple (autour de oy ou 0z). On se limite au cas des
poutres droites. Les poutres courbes sont traitées au [85].

On décrit I'équation de flexion dans le plan (o, x, z), l'extension au plan (0, X, y) est immédiate
[Figure 1.3-a].

O({ ———— > =y

Figure 1.3-a : Flexion d'une poutre dans le plan (O, x, z)
La translation suivant l'axe (0, z) est notée W et la rotation autour de (0, y) est notée 9y-

Equation d'équilibre local

On considére un segment de longueur dX soumis a l'effort tranchant V,, le moment de flexion My,

un effort externe tzext réparti uniformément par unité de longueur, et un couple externe My . réparti

uniformément par unité de longueur [Figure 1.3.1-a].

V(x+dx)

{Zext

X

V(x)

)

Q M(x+dx)
Moments

positifs

.

By
y 3
Z—/(>X M( )C / x+dx
D

Myext

Figure 1.3.1-a: Segment de poutre en flexion dans la plan (O, x, z)

Manuel de Référence Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne HI-75/96/060/A



Code Aster” Version 3

Titre : Eléments "exacts" de poutres (droites et courbes) Date : 02/12/96
Auteur(s) : J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX clé: R3.08.01-A Page: 11/72

L'équilibre local des forces et des moments (sur la section d'abscisse X +dx ) donne pour les forces :

d
—Vz(x)+VZ(x+dx)+‘[;(+ "t I pS ds —W

ot?

Zext

et pour les moments :

2
x+dx x+dx 9
= My (x)+ M, (x+dx) +J' mytds J' Ip y

On néglige les termes en dX2. En passant a la limite quand dX tend vers 0, on obtient :

v, , s 3% w

X Zext P dtz
d My B 0% 6,
dx _V +myext - +p Iy o‘btz

On note que l'effort uniformément réparti tZext produit un terme qui est du second ordre dans I'équilibre

des moments et est ainsi négligé. On introduit ensuite les relations de comportement de la résistance
des matériaux.

09
My, = +ElI, =~ ax

w
V, = k,SG %H?y@ éq 1.3.1-1

I'expression [éq 1.3.1-1] de V, est due & Timoshenko [bib4] ol kZ est le coefficient de cisaillement

dans la direction z. Elle caractérise le modéle de poutre de Timoshenko ; on verra par la suite que le
modele de poutre d'Euler correspond a une simplification du modéle de Timoshenko. |, estle moment

géomeétrique de la section par rapport a I'axe (o, y).

En conséquence, on aboutit aux deux équations couplées en W et 9y pour la flexion dans le plan
(0, X, 2).

i% segivw %t _ g0 ¢ 1.3.1-2
o X z 0 X y Zet P dt2 eq L.o.1-

o0 e
o“xﬁflyd D-k SG?+9§+ m, .= *+ply 2 éq 1.3.1-3

Lorsque la poutre est uniforme, c'est-a-dire que la section et le matériau sont constants sur l'axe
longitudinal, les équations [éq 1.3.1-2] et [éq 1.3.1-3] se réduisent a une seule équation en W. Pour
cela, on dérive une seule fois par rapport a l'abscisse x I'équation d'équilibre des moments [éq 1.3.1-3].
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%0 2w 96,0 %0
El Y _k SG&+—yD = +pl,— 2.
Y ax® P max? 9dxO p Y 9x 0t?

On constatera que cette manipulation élimine la présence du terme issu d'un couple extérieur
uniformément réparti. Ensuite, I'équation [éq 1.3.1-2] peut se mettre sous la forme :

26, 2w 1 pw

—2 = S, + —.

% ox> Kk, SG = k,G ot
El d4W+ Sdzw— I S,+ ED 0w +,02|yd4w_t 0 éq1.31-4
Vaxt P o TPUYET GHaxZ a2 k, G gt e

Il reste utile pour ce type d'équation de rappeler la signification physique des différents termes, afin lors
des simplifications d'avoir conscience des effets négligés.

4
0
EIy F équilibre la densité de chargement dans la direction de la translation due au moment de
X
flexion.
02
pS Py est le terme d'inertie de translation.

o' w , - _ _
5> représente l'inertie de rotation de flexion.

I -
Ply 5%2 ot

4
E J"w
|, ————-———5 est un terme supplémentaire de l'inertie de rotation due a la prise en compte du
P Yk, G ax2 912 pp D o

cisaillement transverse (hypothése de Timoshenko).

2
ply *w
k, G at*
I'effort tranchant.

résulte du couplage entre l'inertie de rotation et l'inertie de translation provenant de

Le modéle de poutre de Timoshenko (POU D T ou PQU C T), prend en compte I'ensemble de ces
termes, en particulier ceux qui sont relatifs a l'effort tranchant. On peut donc modéliser des poutres
d'élancement faible.

Le modele de poutre d'Euler (POU_D_E) est une simplification puisque les déformations en effort
tranchant sont négligées ainsi que l'inertie de rotation (ce qui se justifie car elle n'intervient dans les
études dynamiques que pour les modes élevés). Ces hypothéses sont justifiées dans le cas d'une
poutre d'élancement suffisament grand. De ce fait, pour le modele d'Euler, I'équation du mouvement de
flexion, dans le cas général des poutres a section variable s'écrit :

o U owh dw
PIe EEIy dXZEHpSW—tZEXt = 0 éq 1.3.1-5
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Par ailleurs, c'est effectivement I'effort tranchant qui provoque la rotation des sections droites par
rapport a I'axe neutre. Négliger cet effet revient ainsi a écrire que V, =0 ce qui améne a [éq 1.3.1-1].

6 = —-——. €q 1.3.1-6

qui est la traduction de I'hypothése d'Euler.

Pour ce qui concerne la flexion dans le plan (o, X, y), la méme démarche conduit a [éq 1.3.1-7] pour la
poutre de Timoshenko a :

Og é'zv
W% SG% % Yet dtz

96,1 2a éq 1.3.1-7
%I k SG% Q-F ZEXt = Pl éltZZ
et lorsque la section est constante :
v 9% O e O o*v  p?1,0%
El, S—— | H +— +1 0. 59 1.3.1-8
s opt S a2 TP B k,GHIx2 9t>  k,G gt? Ve =

\"
——) permet d'aboutir a

JX

L'utilisation de I'hypothése d'Euler (c'est-a-dire dans le plan (o, X, y) 92 =

I'équation du mouvement de flexion pour une poutre d'Euler selon [éq 1.3.1-9].

o SEI (?ZVEI— S—ézv+t 0 59 1.3.1-9
= . e Lo.1-
X2 g taxtg P a2 e |
Méthode du Lagrangien

L'énergie cinétique s'exprime par :

E '1 |Eﬁm—9gd '1 sgﬂgd
= — X+ | — X
¢ .Io 2 ply 0ot O o 2 P ot
en fonction des déplacements en rotation et en translation.

L'énergie potentielle interne vaut :
11 08 6, QLW O
Eow = LBl Hoxe] ﬁj dx+9y§jsajx

ow
ol Og est la contrainte en cisaillement transverse et le terme —+9y la déformation de

J X
cisaillement. Le modéle de poutre d'Euler néglige ce terme tandis que le modele de Timoshenko émet
une hypothése sur la répartition des contraintes GCT dans la section, compatible avec l'expression

[éq 1.3.1-1]. Dans le cas général du modéle de Timoshenko, I'énergie potentielle interne s'écrit :
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E. = '1E|B—gd 'ksenggd
Pint J. 0dx O 02 X

Le potentiel des charges externes s'exprime quant a lui par :

Epext = ,[ Ze><t J. my Xt

L'utilisation de I'équation de Lagrange [éq 1.1.2-1] appliquée une fois a la variable W puis a la variable
9y nous ramene aux deux équations [éq 1.3.1-2] et [éq 1.3.1-3] décrivant le mouvement en flexion d'un

segment de poutre.

Manuel de Référence Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne HI-75/96/060/A



Code Aster” Version 3

Titre :
Auteur(s) :

2

Eléments "exacts" de poutres (droites et courbes) Date : 02/12/96
J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX clé: R3.08.01-A Page: 15/72

Element de poutre droite

2.1

2.1.1

On décrit dans ce chapitre I'obtention des matrices élémentaires de rigidité et de masse pour I'élément
de poutre droite, selon le modele d'Euler (POU_D_E) ou de Timoshenko (POU_D T). Les matrices de
rigidité sont calculées avec l'option ' RIG _MECA' , et les matrices de masse avec l'option
' MASS MECA' pour la matrice cohérente, et lI'option 'MASS_MECA DI AG pour la matrice de masse
diagonalisée.

Mouvement longitudinal de traction - compression
Une difficulté pour écrire la formulation variationnelle vient du fait qu'il peut y avoir dans les structures

composées de poutres des charges concentrées (assimilables a des Dirac). L'équation d'équilibre
[éq 1.1.1-1] doit étre remplacée par :

dN A _
o ¥ fea()+3 1540 = 0
i=1
On a omis par simplicité les forces d'inertie qui subiraient le méme traitement que les forces
extérieures fgy .
d représente la fonction de Dirac localisée au point 1 , les fic sont les forces concentrées appliquées

a la poutre.

Pour l'application de la méthode des éléments finis, I'équation d'équilibre doit étre écrite sous la forme
du principe des travaux virtuels qui est dans ce cas :

dv N
'r[N&dX = !fext Ndx+izlfi°c§(v) éq 2.1-1

Toute confusion étant exclue, cﬁ désigne la mesure de Dirac associée au point 1, V est un champ de
déplacement longitudinal cinématiquement admissible quelconque.

En pratique, on suppose qu'il n'y a pas de force concentrée a l'intérieur des éléments de poutre, mais
seulement aux noeuds extrémités.

Détermination de la matrice de rigidité

Elle correspond a I'expression du travail virtuel des forces intérieures en fonction d'un déplacement
donné. C'est-a-dire :

L dv
ION d—XdX pour un élément de longueur L.

On introduit la relation de comportement élastique :

N(x) = ES—
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En choisissant par fonction test :

X X
v(x) = &(x) =1—I et v(x) =&(x) =
on obtient directement :
(06, tESdu_ ESp
J'ON ™ dx = J'O 3 dde = 3 u(L) -u(o)]
et
L 4% _ (tESdu _ BSpoy_
ION ™ dx = IO 3 dde = 7 u(L) —u(o)]

La matrice de rigidité de I'élément est donc :

« - ESOL -0
- LH1 1H
Remarque :

Dans l'expression du travail virtuel des efforts intérieurs, U n'intervient que pour u(O) et

u( L) : U n'a pas été discrétisé a l'intérieur de I'élément. C'est pourquoi I'élément est qualifié
d™exact" : on obtient la solution exacte aux nceuds, mais seulement aux noceuds.

2.1.2 Deétermination du second membre
Le second membre est I'expression du travail virtuel des efforts appliqués.

Le second membre associé au chargement réparti et aux fonctions tests précédemment introduites

est:
g;ﬁ avec f, = J;lfext(x) @—%de

X
o= fo (X) T 0%

Remarque :

Dans AFFE_CHAR MECA_F, on peut introduire fext comme une fonction quelconque de X.

Au niveau du calcul de fl et f2, par contre, l'intégration est faite en supposant que fext

varie linéairement entre les valeurs prises aux nceuds extrémités. Si on doit modéliser une
variation de charge répartie non linéaire, il faut alors discrétiser plus finement.

Mais insistons sur le fait que quelle que soit la forme de fext (X) (polynomiale ou autre), si I'on

sait calculer exactement les intégrales fl et f2 , la solution du probléme statique sera exacte
aux nceuds du probleme.
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Le travail virtuel des forces concentrées (données par hypothése aux nceuds des éléments) n'intervient
pas directement au niveau de I'élément.

On introduit ces forces concentrées sous forme de forces nodales, directement dans le vecteur
assemblé du second membre.

2.1.3 Calcul des efforts aux nceuds de la poutre

Le P.T.V. complet [éq 2.2-1] s'écrit en effet sur le systéme assemblé.

D'autre part, en écrivant la formule d'intégration par partie sur toute la structure (poutre [XO, Xl] ):

‘F[N v, dx = [N(xl)v(xl)— N(xo)v(xo)] +i[IN|]i 3(v)

M éq2.1.1-2
- N, vd
jzzlfrj x VOX

r j représentant tous les intervalles sans discontinuité d'effort normal, donc sans force concentrée, et

[| N |]| les sauts de N entre ces intervalles.

En effet, en rapprochant cette expression du PTV, on trouve, pour chaque charge concentrée (en
choisissant des fonctions test V appropriées) :

i=1,N [IN]. = £°
Chaque élément fini de poutre est par hypothése un intervalle sans discontinuité. Il peut donc y avoir

discontinuité des efforts internes N d'un élément & l'autre si il existe une force concentrée sur le noeud
reliant les deux éléments.

Les efforts internes pour un élément se déterminent de la fagcon suivante :
L'équation d'équilibre a l'intérieur d'un élément est :
N, +f o= 0

La formule d'intégration par parties [éq 2.1.1-2] sur I'élément donne :
L L
Io N(x)v, dx = [N(L) v(L) - N(0) v(O)] +IO foe (X) v(x) dx

En considérant N(L) et N(O) comme des données, on aurait pu obtenir cette formule directement
du PTV [éqg 2.1-1].

En prenant encore les fonctions test :

v(x) = fl(X) :1—% et v(x) :Ez(x) = i
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On obtient :
ES
U u(L) -u(0)] = -N(o)+f,
ES

—[u(L)-u(0)] = N(L)+f2
O [K] D Of, O
AN B T % ) H.H

C'est-a-dire que les efforts internes s'obtiennent en retranchant au produit K [UU les forces nodales
équivalentes aux charges réparties fext .

soit

On observe aussi qu'ils sont de signe opposé. Pour que le signe soit le méme d'un élément a l'autre, il
faut donc changer le signe de N(O) calculé par cette méthode. C'est ce qui est fait par le calcul de
l'option EFGE_ELNO DEPL.

Détermination de la matrice de masse

La matrice de masse pour étre cohérente avec la matrice de rigidité est déterminée a partir des mémes
fonctions test. Cependant, il n'est plus possible de calculer exactement les forces nodales associées
sans faire d'hypothése sur la forme de la solution. Le calcul de la matrice de masse va entrainer une
erreur de discrétisation.

Un calcul dynamique nécessitera donc une discrétisation de la structure de poutre en petits éléments,
ce qui n'est pas le cas pour un calcul statique. Il va sans dire que dans le cas d'un calcul dynamique, le
calcul des efforts que I'on conduira comme au [82.1.2] en retranchant les forces nodales d'inertie est
également approché. La solution U est choisie dans I'espace engendré par les fonctions tests (c'est-a-
dire les polynédmes de degré au plus égal a 1) :

u = u(0)&(x)+u(L)&(x)

La matrice de masse apparait dans I'expression du travail virtuel di aux forces d'inertie :

W = VvVimMU u = 0'g
' alis
Le travail s'écrit également :
W = .[oLV(X) o, U (x.t) dx
avec : Bn = Lp dS = S dans le cas d'un matériau homogeéne.

En prenant u (X,t) = El(x) ul(t)+52(x) U (t), ona:

w= [ Vs EEESE(%M &(x)) U dx
W=V sy @f&;@( (00 () 0.
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La matrice de masse s'écrit donc :

J’ "2 d J'Elfzdxg
D
H c?lfzdx I 62 de

M = pS

et calculs faits :

_ pSL2

M 10
6 o 2f
Mouvement de torsion libre autour de I'axe longitudinal

Le probléme est analogue a celui de la traction compression. Pour une poutre [, chargée par des
moments de torsion répartie FX(X) et des moments concentrés I'ic, le principe des travaux virtuels
s'écrit :

[ M d—wd = [y lI,l/dx+zF 3(y) , oy

La loi de comportement est :

M,(x) = G[(DEId&
X dx

Aux variables pres, cette équation a la méme forme que celle du mouvement de traction-compression.
En utilisant le méme raisonnement, on obtient les mémes expressions pour les matrices de masse et
de raideur élémentaires soit :

« . 6C Ol -1

B LB—l 1H

_ pcL 02 10

o M= % H o8

Le calcul de la matrice de masse ayant comme précédemment nécessité de discrétiser le champ
solution.

Le second membre, d au couple [, réparti, s'obtient de la méme facon que pour le mouvement de
traction-compression :

%’[OLEl(x) r, dxb &(x) = 1-
et of &k = %

>

Mouvement de flexion

Nous nous placons ici dans le cadre d'une poutre droite a section constante de type Timoshenko. Nous
tenons compte des effets de cisaillement transverse. La poutre d'Euler-Bernoulli sera ensuite traitée
par simplification des équations de Timoshenko.

La description de la flexion est plus complexe que les mouvements précédents, mais un choix judicieux
de fonctions tests va nous permettre d'obtenir des résultats de méme forme.
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2.3.1 Flexion dans le plan (x0z)

Avec des notations évidentes et en ne s'intéressant pas dans un premier temps, comme dans les cas
précédents, aux efforts d'inertie, le principe des travaux virtuels s'écrit pour le mouvement de flexion
dans le plan (x0z) :

N
_[er (+e) + My o = Ir (tzext y+my h—)+;tic Ay+mt A @ eq2311

pour tout (l,U, a)) cinématiqguement admissible.

La matrice de rigidité se déduit de I'expression du travail virtuel des forces intérieures que l'on va
expliciter en utilisant la relation de comportement puis en intégrant par parties :

Ir k, SG (W'+@)(zp+a) +E 1, Q )

ke SGw(L)(y' (L) + (L)) -w(0)( ' (0) + {0))]
- [k, SG w(y+w) +[ k; SG (¥ +o)

6,(L) w(L)-§(0) w(o)] -J.Ely § &

[V (g+a)+ My o

+El,

Les fonctions tests que l'on va choisir vont "vérifier les équations d'équilibre sans second membre",
c'est-a-dire [éq 1.3.1-2] et [éq 1.3.1-3] :

E-,U"‘F w =0 |
%Iy W=k, SG(lﬂ+ w) =0 éq2.3.1-2

Dans ces conditions, les forces nodales, expression du travail des forces intérieures dans ces
déplacements virtuels donnés s'expriment exactement, sans hypothése sur la forme de la solution, en
fonction des déplacements en bout de poutre comme dans les cas précédents :

[V (W+a)+My o = Kk, s6[w(L)(w(L) + L)) ~w(o)( $(0) + &)

éq2.3.1-3
+E1,[6,(L) (1) - §(0) w(0)

Remarque :

Il est clair que la condition [ég 2.3.1-2] conduit a des fonctions tests dépendant explicitement
des caractéristiques géométriques et matérielles de la poutre, mais cela n'a rient de génant.

Les couples de fonctions tests choisis sont :

(w,0) = (& &.) i=1 .., 4
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12 El ]

ou, en ayant noté @ = , les fonctions cﬁ sont définies par :

§0) = 1+1% %Eﬁgﬂ@% - %%+(1+¢y)é
60 = L(li%)%g‘%g

o = o R 2R
) - 1:% B (a3l fea)
60 = g LR

&0) = w%g'%g
a0 = iy pBE- S RE R

) 0 €q 2.3.1-4
X X
&0 = 1 BH heea) B
On vérifie sans difficulté que les couples (cﬁ, E+4) vérifient bien [ég 2.3.1-2]. De plus
(& &)= 0) (& &), =0 0)
(52' 56)(0) =(0.9) (52’ EG)(L) =0, 0) 5q 2.3.1-5
éq 2.3.1-
(531 57)(0) :(0, 0) (537 57)“_) :(1, O) a
(54’ 58)(0) :(0’ 0) (54’ 58)(|_) :(O’ l)

La matrice de rigidité se déduit aisément de [éq 2.3.1-3] (en ordonnant les colonnes suivant

(w(o), 8,(0). w(L), §(L)).
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[ L L O
01 ) -1 -5 0
N ) 2D
0 [irg) L e-g)eD
12 El, O Py O
K = ——40 12 2 1L2 0
Li1+ ' il U
%) ym 1 2 O
O ( ) 20
0 4+gg, L 0
il 12 il

Il est clair que le calcul des efforts se conduit de la méme facon qu'au [82.1.3].

Flexion dans le plan (xOy)

La matrice de rigidité pour un mouvement de flexion dans le plan (xOy) s'obtient de la méme fagon que
dans le cas précédent. Les fonctions tests qui conduisent & une expression exacte des forces nodales
doivent cette fois vérifier (équation analogue a [éq 2.3.1-2]) :

- = 0 |
%Iz w'-k, SG(L[J'— a)) =0 ég 2.3.2-1

Les couples de fonctions tests choisis sont :

(& -&): (-&. &) ; €5 1) (4. &)

12 El,
Les ¢ étant donnés par [éq 2.3.1-4] en ayant remplacé ar = — . La matrice de rigidité
§ par [éq ] en ay placé @, par @ K, SGL’ g
obtenue est :
L L
mE R N
0 2 2. .0
2 2
o (a+g¢)® L (2-¢)Q
12 El, O 12 2 12 [l
= 3 O O
L (1+¢%)D 1 Lo
0 2 ,0
% (4+ @) L Q
m
y 12
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2.3.3 Détermination de la matrice de masse cohérente avec la matrice de rigidité
Option ' MASS_MECA' de l'opérateur CALC_MATR ELEM

2.3.3.1 Flexion dans la plan (xo0z)

Considérons le mouvement de flexion dans le plan (x o0 z), le travail des forces d'inertie s'écrit :

IOL(me W+6, o Q/)dx
avec Pn = .[S pdS et o, :IS py? ds.

W

Dans le cas d'un matériau homogene, nous avons :

Pn = PS et p, = Pl

w (X,t) et 9y (X,t) sont discrétisés sur la base des fonctions tests introduites pour le calcul de la

matrice de rigidité, soit :

w(x, t) &0 wy(t)+ &(x) 6, (t)+ &(x) w,(t) +&(x) 8, (1)
9y(X, t) = %(X) Wl(t)"' Ee(x) 6y1 (t)"'E?(X) Wz(t)"'fg(x) 9y2 (t)

Cwy O O
0, O A
. — ot _Ep)ﬁD _ |};2D
autrement dit : w=w"§, avec w=n,. 0et &y = 0
i T 0°0 o
#,0 %0

U

£

— _ %60

9y = YYt Eey avec aey - Q7|:|

HINE

O

En intégrant ces notations dans I'expression du travail des forces d'inertie, on a :

W

L
.[opm \Iyt &w EWt W A, Wt Eey Eeyt V~V d

L
out W= [ Wi B+, Wie, B, W Ox
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On en déduit I'expression de la matrice de masse :

M= (mg)  my =[S0 §00 &0+ 1,0 Eralx) Era () o

pourideladetjdelad.

Soit :
Qoo 71 Lg® -u’ 1l Ug oL 3y Lp  BC 39 e[
+ + - - —+ + + +
135 10 3 210 120 24 70 10 6 420 40 24
0 3 L3(pz L3(32 _1312 3L2‘Pz thgz _8 Ls(p 3 ?2 0
—+ + - - - -
M = ps B 105 60 120 420 40 224 14(% 602 12(2) ZB
2 -
(1+¢}) i BL Tle Lg UL Ul L ¢
U] 35 10 3 21% 3120 \ 224 U]
= £ Vs Ya g
+ +
105 60 120
6 -1.e -6 1,9 4
BL 1002 51 0 2 g
0 2L,lg L¢® 1 ¢ -L Lg L¢’Q
+P_'zg 5 6 3 10 2 30 6 6 B
(1+g¢})2 5 1.9
0 O
- 5L 10 2 g
O 2L Ly L¢*p
5 15 6 3O

Il faut bien noter, comme en [§82.1.4], que dans le cas dynamique, on n'est pas assuré d'avoir une
solution exacte aux nceuds, comme c'est le cas en statique.

2.3.3.2 Mouvement de flexion autour de I'axe (0 z)

De méme, pour le mouvement de flexion autour de I'axe (o z), dans le plan (x 0 y), le travail des forces
d'inertie s'écrit :

IOL(vgnv+92 A, Q)dx
avec : P, = ISpZZdS = ply.

Cette fois V(X,t) et QZ(X,t) sont discrétisés conformément au [82.3.2] par :

v(x.t)
6,(x.t)

&(x) vi(t) = &(x) 6, (t)+ &(x) v, (t) =&4(x) ,, (t)
= &) vi(t) +&(x) 6, (t) =& (x) v,(t) + &(x) 6,, (t)

Manuel de Référence Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne HI-75/96/060/A



Code Aster” Version 3

Titre : Eléments "exacts" de poutres (droites et courbes) Date : 02/12/96
Auteur(s) : J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX Clé: R3.08.01-A Page: 25/72
Nous obtenons alors la matrice de masse suivante :
O3t 7L Lg® 11> 11°¢ °4 oL 3Lp Lg -13° 3,9 (° 50
O—+ + + + —+ + - - il
135 10 3 210 120 24 70 10 6 420 40 24
0 B g B¢° 13 3lq ’¢ -0 Cp 245 0O
—+ + + + - -
M = ,OS B 105 60 120 420 40 24; 14(% 602 12(2) ) B
2 -
(1+(2) 0 BL 7lg Lg ur ulg Ug o
U 35 10 3 210 120 24 [
@ L3 L3(0Z LS(QZ @
-+ +
105 60 120
06 1 @ -6 1 @ O
BL 102 5L 0 2 A
0 2L Lg Lg*> -1 ¢ -L L¢ Lgno
I —t—F—" — 4+ - +
+ pl; E 15 6 3 10 2 30 6 6 B
2 6 -1
+a) g — —:% g
0 5L 10 2 0
0 2L Ly L¢*n
N 15 6 3 O
Dans le modéle de poutre d'Euler-Bernoulli, les effets de cisaillement transverse sont négligés. I
suffit donc, pour obtenir les matrices de masse et de rigidité associées a ce modéle, d'annuler les
variables @, et ¢} contenues dans les matrices de masse et de rigidit¢ du modele de Timoshenko.
(@, et @ fontintervenir les coefficients de forme ky et K, , inverses des coefficients de cisaillement).
On notera que dans le modéle Euler-Bernoulli programmé dans Aster, l'inertie de rotation est
également négligée. Il faut donc, pour ce modéle, annuler les termes en "p |," et " p Iy" dans la
matrice de masse du modele de Timoshenko.
2.4 Matrice de masse réduite par latechnigue des masses concentrées

La matrice de masse est ainsi réduite a une matrice diagonale et s'obtient par I'option
' MASS MEGA DI AG de l'opérateur CALC_MATR _ELEM

L'élément poutre est considéré a section constante S et & masse volumique constante .

La technique dite de "Lumping" consiste a sommer sur la diagonale tous les termes de la ligne de la
matrice cohérente et d'annuler tous les termes extra-diagonaux.
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En ce qui concerne la composante diagonale liée au mouvement de traction-compression (Mll) et

celle liee au mouvement de torsion (M44), nous avons :

Mll

-
po

My o (Iy + IZ) o Iy, 1, : moments géométriques.

On peut considérer que ces composantes ont été obtenues en partageant I'élément de poutre en deux

L

parts égales de longueur E puis en associant la masse et linertie obtenues au nceud du

demi-élément. Pour My, , I'expression précédente correspond & un choix : on aurait également pu

L
écrire: My, =pC o

Remarque : Comparaison avec les méthodes d'intégration numérique.
On peut noter que si I'on effectue une intégration approchée de la maniére suivante :

L= 3 )

i=1n

(aie : noeuds i de I'élément €, N : nombre de noeud de I‘élément)

on obtient un résultat identique (pour une poutre : mes(e) =Letn=2).

Les composantes diagonales liées aux mouvements de flexion qui sont programmées sont :

L

Moz = PS .

L

Msz = pS =,
o8 > H 2L
Mgs = Min HOS 105 ° , PS — 18 O plyE
|_2 ] 2L

= O+ -
Meg = Min aos 105 PS4 0P 15

On retrouve bien les composantes M,, et M3 liées aux translations des mouvements de flexion par
la technique des masses concentrées aux nceuds. Par contre, l'origine des formules utilisées pour les
composantes Mgs et Mgg liées aux rotations, est inconnue. On peut simplement remarquer que I'on
retrouve les valeurs :

L3
|
PS 105t Pl g
L3
|
PS 15 Ply 15

pour les composantes diagonales de la matrice de masse équivalente [§2.3]. Mais cette matrice n'est
pas diagonale. Néanmoins, les résultats obtenus par cette méthode restent corrects.
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3 Poutres droites particulieres
Il s'agit dans ce chapitre de prendre en compte des poutres droites dont la section a des propriétés qui
ont été ignorées jusqu'a présent, en particulier les poutres ayant un centre de torsion excentré par
rapport a lI'axe neutre (la section ne possede pas 2 axes de symétrie), et celles dont la section évolue
continiment sur leur axe.

3.1 Excentricité de I'axe de torsion par rapport a I'axe neutre

Le centre de torsion est le point qui reste fixe lorsque la section est soumise au seul moment de
torsion. Il est aussi appelé centre de cisaillement car un effort appliqué en ce point ne produit pas de

rotation 6, .

M
o o e o

(pas de rotation) (pas de déplacement en C)

Au point C, les effets de flexion et de torsion sont découplés, on peut donc utiliser les résultats établis
au chapitre précédent. On retrouve les composantes du déplacement au point 0 en considérant la
relation de corps rigide :

u(@©) = u(C)+0C OQ
o
avec Q = [0 O vecteur rotation
Ho H
0o O
DO 0
et OoC = ey O
ke, H
z |
€z t——uo C
=y
O ey
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De fait, on obtient :

9, = u,

(U, = uy, +e, 6, éq 3.1-1
%JZ = U, —ey 6, .

Le changement de variables donné par [éq 3.1-1] s'écrit matriciellement :

Uy O
%XQE 100 0 00 - aJXlD
cD y. O
Ebyllj a) l O _ez 0 0 |:| |:Llllz|
Eﬁzm bo1e 00 0 = EBZlD
2 D00 1 00 laicls
0 Ye [ g) 00 0 10 O Beylm
06, O 0 06 O
99 00 0 01 0 ajlm
g = 100 0 0 02 B%O
w, 0 O U, O
%‘CZD B 010 -¢ O OB E]JZD
Z, [ z, [
EBXZD 0 001 e 0 0 EBXZD
°g O 0 000 1 0 00 O%Q
59?2% 2 000 0 1 0° gyzﬁ
2 @ 000 0 O 1@ 2
P

Il suffit donc de déterminer les matrices élémentaires de masse (MC) et de raideur (KC) dans le

repére (C, x, y, z) ou les mouvements de flexion et de torsion sont découplés puis de se transporter
dans le repére lié a I'axe neutre (O, X, Y, z) par les transformations suivantes :

K = PTK.P
et K = PTK.P.

Les valeurs de ey et €, sont a fournir au Code_Aster par lintermédiaire de I'opérande

SECTI ON : ' GENERALE' de l'opérateur AFFE_CARA ELEM les valeurs par défaut étant évidemment
des valeurs nulles.

Manuel de Référence Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne HI-75/96/060/A



Code Aster” Version 3

Titre :
Auteur(s) :

3.2

Eléments "exacts" de poutres (droites et courbes) Date : 02/12/96
J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX clé: R3.08.01-A Page: 29/72

Sections variables

Il est possible de prendre en compte des sections évolutives de maniéere continue pour les poutres
droites de Timoshenko et d'Euler (POU D E et POU D T seulement). On distingue deux types de
variation de section :

+ linéaire ou affine,
e quadratiqgue ou homothétique.

La distinction entre les deux types se congoit aisément en prenant I'exemple d'une poutre
rectangulaire :

e si une seule des dimensions latérales varie, on suppose de facon linéaire, alors I'aire de la
section droite varie linéairement, et est donnée par :

0 s, OxO

Sx) = S A+0~-10-0

» lorsque les deux dimensions latérales varient (de maniére linéaire), I'aire de section va évoluer

de facon quadratique.
0 Ofs, OxO
S(x) = S A+0|—=-10—0
g Vs Obg

Le Code_Aster permet de traiter des sections 'CERCLE', 'RECTANGLE' et '"GENERALE', mais pour des
raisons évidentes de géométrie, tous ces types de section ne peuvent admettre les deux types de
variation. Le tableau suivant résume les possibilités existantes.

Section Constante Linéaire Quadratique
cercle oui non oui
rectangle oui oui oui
selony
générale oui non oui

Pour la section 'RECTANGLE!, c'est I'utilisateur qui choisit le type de variation, en précisant ' AFFI NE'
ou ' HOMOTHETI QUE' dans AFFE_CARA ELEM Il faut bien noter que dans le cas ' AFFI NE' , les
dimensions ne peuvent varier que suivant y.

Nous considérons d'une fagon générale que la section varie selon la formule [ég 3.2-1] :

X
SX) = § QA-CIQW éq 3.2-1

S, est la section initiale en X =0
C est fixé par la connaissance de la section finale S, en X = L.
M donne le degré de variation : m =1 variation linéaire, m = 2 variation quadratique.

La section variant, il en va de méme des inerties Iy(X) , IZ(X) et | IO(X) .
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Nous aurons donc :

X
() = ylg“chg éq 3.2-2
xg )
1§+CI €q 3.2-3
x [ ]
() = IMQHI éq 3.2-4

C est déterminé pour chaque formule a partir de la valeur pour X = L : |y2 , I22 , D,

1,(x)

Les modules d'Young (E) et de Coulomb (G) sont supposés constants.

Le principe adopté par le Code_Aster consiste a calculer des caractéristiques de section équivalentes,
constantes sur la poutre, a partir des caractéristiques réelles données aux deux extrémités. Ces
caractéristiques équivalentes dépendent donc du phénoméne auquel elles contribuent, en particulier,
sont distinctes pour les effets de rigidité ou d'inertie.

Calcul de la matrice de rigidité
Détermination de la section equivalente (Seq)

La détermination de la section équivalente n'utilise ni la méthode prise au [82.1.1] pour obtenir la
matrice de rigidité exacte ni une approximation de la solution par une fonction polynomiale comme
décrit au [82.1.4]. En fait, la méthode employée s'écarte de la méthode des éléments finis et méme de
la méthode de Galerkin, elle consiste a effectuer une résolution du probléeme de la poutre a section
variable sans efforts répartis imposés, ce qui permet d'expliciter les efforts aux extrémités en fonction
des déplacements. Cette méthode est "cohérente" avec celle du [§2.1.1] car les fonctions tests définies
en 2.1.1 valent 1 ou O sur les extrémités de la poutre, donc [éq 2.1-1] les forces nodales peuvent étre
"assimilées" & des efforts.

Par ailleurs, cette méthode permet d'obtenir des résultats exacts pour le probléeme statique sans force
répartie et conduit comme nous le verrons a une valeur Seq comprise entre S; et S, qui, dans le cas

général, garantit la convergence de la solution approximée vers la solution exacte (sans toutefois
connaitre I'ordre de convergence).

La section de la poutre étant variable, I'équation de traction-compression en statique sans effort réparti
imposeé s'écrit :

0 dud
- —_— = < <
(?X%S(x) o"xa 0 0<sx<L ,
eq 3.2.1-1

P
avec N(X) = E S(X) d—i
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Nous déterminons la matrice de rigidité dans le cas général [ég 3.2-1], nous en déduisons par la suite
les valeurs des sections équivalentes pour les cas M =1 (progression linéaire) et M =2 (progression
quadratique).

En intégrant [éq 3.2.1-1], nous avons :
Ju
ESX) — = C
(x) 9 x 1

ou, en tenant compte de I'expression de S(X) :
ES §+ X[ du c
c—L4d — =
! LO ax 1
La constante d'intégration est déterminée a partir des valeurs de forces axiales aux nceuds.

Nous intégrons une nouvelle fois de facon a obtenir les efforts aux noeuds en fonction des
déplacements u(0) = Uy et u(L) = U :

—Mm
O e
J X ES L
L X
d'ou ux) = % N In §+CI§+C2 sim=1
C, L 1 :
et ux) = ESlz +C, simz= 2

1-m) Bore*H

On constate que l'expression de u(x) est loin d'étre polynomiale.

En tenant compte du fait que :

C, = —-Ny pur x=0
C, = +Njy pour x=1
et que :
(1+¢)™™ u (0)-u(L)
(1+c) ™ -1

C,
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nous obtenons :

ES;c
e éNl = Ti:c) (uy - uy)
g\lz = m(uz_ul)
0 _ 0 0 (1+ )t O O (1+ as
ENl = w B 151 1licm 1%+u2 %1 11:ic %
etpour m = 2 %\IZ _ ES, c(l1-m) %1Q (1+c)™t O y 0 (1+c )"t
O L 5 - (1+0)" 1% 2HB-( 1+C %

En remplagant c par sa valeur, soit :

esim=1
Sy _
c = s, 1,
_E ($2-8)
Ni= T ins, —ins (v o)
_E ($2-8)
Noo = T ins, —ins, (v -w)
esim=2
_ Sz _
c = 5, 1
Ny = % 515, (Ul Uz)
Ny = % 515, (UZ_ul)

Nous constatons que les matrices de rigidité, dans les deux cas traités, auront la méme forme que pour
une section constante si on prend comme section équivalente :

(s2-51)
Seq = L e pour une section variant linéairement
InS, -In§;
Seq = J5 S, pour une section variant de fagcon quadratique
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3.2.1.2 Deétermination d'une constante de torsion equivalente (Ceq)

L'équation de torsion pure d'une poutre avec section variable, s'écrit :

deGC ﬁqx@ =0

+2
avec : C(x) = C1QL+C %g (m=1o0u2)

€q 3.2.1-2

La méthode est la méme que pour le calcul de la section équivalente : il s'agit d'intégrer I'éguation
précédente de facon a obtenir les efforts (couples de torsion rxl, er) en fonction des déplacements

aux nceuds (Qxl, QXZ) et d'en déduire, par comparaison avec les formules a section constante,

I'expression d'un moment géométrique polaire équivalent.

Par intégration de [éq 3.2.1-2], nous avons :

*259
GCl @“"C = Dl ,

D, la constante d'intégration est déterminée par les couples de torsion appliqués aux noeuds.

pe: ddexx - GCIQ Q

nous déduisons :

m+2

6,(x) = = — §+C%g +D,.

GC, c(m+1)

Nous déterminons D, a partir du systéme :

% = —_ Dl L +D

Dxl GCc(m+1) 2
- DL -(m+1)

= 1+ +D

P = Gcomen 1Y 2

6, (1+c) ™ +q,

soit : D, =
’ (1+¢)mY) 1
En tenant compte du fait que :

D, =-I pour X =0
1 1

D, =T our X =L,
1 2 p
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nous avons finalement :

pour m=1

exl a exz )

G 2(c2c1§—c1|p2§)
2 T 2 2 (
lcai cif)

Nous prenons donc dans le cas d'une section variant linéairement, un moment géométrique polaire
équivalent Ceq de la forme suivante :

9X2 a exl)

—

N | N

2((:2 C5-C, c2§)

Ceq > 5 variation linéaire
le:F-c)
pour m=2
= (C Ci-C,C 3)
G 2G4 -G G
%1 - L 3 3 3 (exl B Q(Z)
O (Cz“ ‘C14)
O 3 3
O G (Cz Gt -G Cz“)
T, = o3 8, -6,)

|

3 .3
Cy4 Cp4
Dans le cas d'une section variant de facon quadratique, le moment géométrique polaire s'écrit :

3 3
Cy Gt -G Gyt

o]

Coy = 3

q variation quadratique

3.2.1.3 Détermination des moments géométriques équivalents

En fait, il ne semble pas possible de trouver, comme nous l'avons fait pour la section ou le moment

géomeétrique polaire, de moments géomeétriques équivalents (I Yeq et IZeq) qui viendraient se substituer

aux moments géométriques (I y et IZ) dans I'expression des termes de la matrice de rigidité.

Nous exposons ici la méthode proposée par J.R. BANERJEE et F.W. WILLIAMS [bib3] qui explicitent
la matrice de rigidité dans le cas d'un mouvement de flexion d'une poutre Euler-Bernoulli a section
variable (linéaire ou quadratique).

Les résultats correspondent a ceux programmés dans le Code_Aster pour une poutre de type
Euler-Bernoulli a section variable (linéaire ou quadratique). Par extension, la méme démarche y est
appliquée pour les poutres de type Timoshenko. Les résultats ne sont pas détaillés ici.
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Considérons la flexion dans le plan (x 0 y).

Partant de I'équation statique du mouvement de flexion d'une poutre de type Euler-Bernoulli :
0% O d%vO dv
—0 =20, e = —
X“ g 0 X

V(X) est exprimé en fonction de quatre constantes d'intégration (Cl, C,, C;, C4). Ces constantes
sont déterminées par les valeurs des déplacements aux nceuds :

v(o) = v viL) = v,
6,(0) = 6, gL) = 6,
Soit :
v, O
0. 0 ﬁ?%
Eﬁzlﬂ _ 2] .
0= B , B matrice (4 x 4).
Oy, [c,U
0.0 0. 0
@ZZD [Cy
vy = 25 9?vO
Les efforts : yX) = dxéEZ(X) XZE
2
tl ts: M,(x) = EILLX) —5 .
et les moments ,(X) ,(X) Py

s'expriment également en fonction de ces constantes d'intégration, et on peut écrire :

g
M
ST Zlg = D [ng , D matrice (4 x 4).
0 %20 0°0
Mz, 0 [C,0

La matrice de rigidité correspond au produit D B_l. Les termes de cette matrice sont explicités dans
les tableaux suivants.

+2
X
Rappelons que ,(x) = I, QL+C Ig , m=1lou?2,

C C C
POSONS W = E|th, W, = E'a@[g’ W; = E'a@[g-
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Variation affine Variation quadratique
m =1 m = 2
1 1
01, [F O, O
c = [H=4g-1 c = [H=0U-1
O Ul O
®, c+2 4 (c?+3c+3)
@, c 2c(c+3)
D, c(c+2) 2¢c(c+1) (2c+3)
D, 2¢c(c+1) (2c+3) 4 c?
Dy = cD,-D, 2 ¢* (c+1)
Dy = cDy-Dg 4 ¢% (c+1)?
3
c
A c+2)In(c+1)-2c
(c+2) In (c+1) ori

La matrice K s'écrit alors :

W@ W, @, WP W, &3 [

U U

K = 1l 0O Wo, -W, D, +W P
- A ESym W, -W, ¢3B

0 W, g O

Considérons maintenant la flexion dans le plan (x o0 z).

Pour les sections a variation quadratique, la démarche est identique. Mais elle differe pour les sections
a variation linéaire (suivant y uniquement).

On calcule les termes de la matrice de rigidité correspondant a la flexion dans le plan (0, x, z) par les
valeurs données dans le tableau suivant.

Variation affine : flexion dans le plan (0xz)

c=-*%-
Il
In(c+1
o (c+1
C
ch 2_q)1
@, (c+1) @, -2
ch ¢1+C_2
CD5 = C¢2_q)4
CDG = C¢3_q)5
A (c+2)In(c+1) -2c
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Dans le cas des poutres de Timoshenko, pour les coefficients de cisaillement, on applique a la section
réduite K [ les relations utilisées pour la section, & savoir :

(k S) _ (ky2 82 - kyl Sl) B
o in(ky, s)-1n Ky, 1)H
[J sila variation est affine
(k22 Sy~ kzl Sl) O
(kz S)e = O
T ik, S)-1n K, 1) B
(ky S)e = Y51 S le kYz E
q [ si la variation est quadratique
(k, s)eq = 5152k, Ky,

et on introduit les termes supplémentaires dans K de la méme fagon que pour une section constante.
Les calculs ne sont pas détaillés ici. On obtient une matrice K de méme forme que précédemment
avec pour principale modification la valeur de A :

e variation affine
2

0]
A=(c+2) In(c+1) -2¢ +Ec3(c +2)
e variation quadratique
3 2
_C P a2
A—C+1+ 3 C (c +30+3)

3.2.2 Calcul de la matrice de masse
3.2.2.1 Par la méthode des masses équivalentes

Des valeurs "moyennes" sont calculées pour la section, la section réduite, etles moments, a savoir :

S1+5, . - .
S = T si la variation est affine

Sp+S;+451 S,

si la variation est quadratique

1 L
S = roS(X) dx =

3
I, +1 U
Iy — Y1 Y2 0
2 0
IZl + IZz L . .

I, = 5 [l guelle que soit la variation
U
| = p IY1+IY2+|21+|22 0
6, 2 E

La matrice de masse est ensuite calculée comme celle d'une poutre ayant ces caractéristiques.
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3.2.2.2 Par la méthode des masses concentrés (matrice diagonale)

e Sila section varie de facon affine, les matrices programmées correspondent, en ce qui concerne
les mouvements de traction-compression et de torsion, a celles des poutres a section constante,
en utilisant des sections et inerties de torsion équivalentes :

[BS; +5, 0
g 0 D
- pour la traction compression: p L [ 35, +S [l
U o 292 TN
L g U

L |y1+|21+|y2+|22) O 00 9X1
4 D 1 6, -

- pour latorsion: p

- pour les mouvements de flexion :

s, L 0 vy(w)
0 2 O
O M M 0 O
1 55 ( 6,6) 0 Qzl(eyl)
2
0 0 v, w
T 0 o)
0 O
0 O
g Mi111 (M12,12)D ezz(eyz)
oSeq ¥ pSeq L°H pL
Mgs = Myuy = min oo s (1 1y
avec 55 1111 mln% 105 ! 48 E 15 Y1 Y1
Oos,, 2 pS,, 20 oL
o = Pl PR
Mé 6 Mi212 min g105 " 48 15 ln*ly,

+S
avec Sgq = %Q

e Si la section varie de facon homothétique, les matrices sont programmeées, pour les différents
mouvements, de la fagcon suivante :

- pour la traction-compression :

0 (55,+s,) N
%) 12 0 !
% 0 (31“;2 5,) L% Uy
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pour la torsion :
. (Iy +|y2+|Z +|ZZ) 1 00 9x1
p 4 10 6,
pour la flexion dans chacun des deux plans :
0 (55,+8,) 0 va(wa)
ao =L 0
12 U
O O ( )
[l M5’5 (MG,G) 0 | 921 eyl
- (s,+55,) -
O 1+o 99 O
O 1 b SR,
U U
U U
0 Mi111 (M12,12)D 2] (Qy )
L\ "Y2

(5:45,) 1° plsi+sy) 0

E ,

5 2 105 2 487
E:

B

p(IY1+

(1,1
|21+|22 E

IYZ)E
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Rigidité géométrique - Structure précontrainte

Option: "R _MECA GE"
Dans le cas d'une structure précontrainte, donc soumise a des efforts initiaux (connus et indépendants

du temps), on ne peut pas négliger dans I'équation d'équilibre les termes introduits par le changement
de géométrie de I'état vierge de contrainte a I'état précontraint [bib2].

O

Oi j
état vierge état état
de contrainte précontraint déformé

Figure 4-a : Les différents états

Ce changement de géométrie ne modifie I'équation d'équilibre, dans le cadre de I'hypothése des petites

*
perturbations (HPP) autour de V, (et de V ), que par I'ajout d'un terme linéaire en les déplacements
dont la matrice associée est appelée matrice de rigidité géométrique et qui s'exprime par :

AuiP o AP

We = 0jj
\7[ ax O X;

dv

3

ot U3 est le déplacement (resp. V D e déplacement virtuel cinématiquement admissible) pris a

partir de V* (mais assimilé a V, dans le cadre de 'HPP) et o° la précontrainte (de Cauchy si l'on
veut) puisqu'on est dans le cadre de I'HPP.

Wg étant une forme bilinéaire symétrique en u3P et V3D, elle peut s'interpréter comme la variation
d'un potientiel Ug .

WG = 5UG

Ona:

3D 3D
duk O'O duk
dXi g dXJ

2Ug = |
Vo

Pour un modele de poutre 3D, le tenseur de contraintes se réduit dans les axes locaux de la poutre aux
composantes Oyy, Oyy et Oy, d'ou :

o dui?’D dUiSD o dUiSD dUiSD o dUiSD dUiSD

2Ue = VIGXX ax  ax 9 oy ay Te% Ty oz
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Eﬂung duP gu3P t uP guP
Odx g odx ady ®Tax oz

local du centre de torsion de la poutre :

Les termes sont négligés [bib5]. De plus, dans le repére

EUED(x,y.Z) = u(x) +26,(x) -y 6,(x)
[uf,D(x,y,z) = v(x)-z6,(x)
EJZSD(X,y,z) = w(x)+z6,(x)

et Ou= 0O v-z6

d'ou I'on tire, d'aprés I'hypothése précédente :
Josdv-26) +(w+y 6) Hr2 03 (w+y 6) g +2 a2 (v )(- )
Vo

Or, les efforts généralisés sont reliés aux contraintes par les expressions :

:JS'USX Vy z‘!afy \Z :JS'USZ
=Izaxx M, =I_yaxx
S S

On en déduit :
L o . .
2Ug = J'O N ((v')2 +(w')2)—2 My V' 6 —2 M7 W' 6, +2V) W' § =2V, V' §

+ [o5(y2 +22)(8) +2(0f y +0% 7). §

Vo

En supposant, de plus, que Gfx est constant dans I'élément discrétisé (ce qui est inexact par exemple
pour une poutre verticale soumise a son poids propre) et que QX varie linéairement par rapport a

: 1 1
X EBX =§—%Eﬂ+%@, dou § =_f91+f 92@ il vient -

INO I, +1 NO 1+, 0

NaY i S R e

IUxx(y +z )(ex) (Q.L 62)% |y+|z N© |y+IZBE92§
HL s L s H
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En négligeant en particulier les termes dis a l'influence de I'effort tranchant sur le mode de flambage
ou de vibration, et en supposant que les charges réparties sont nulles sur un élément, on a:

— X
N (X) = constante, My:(MyZ_Myl) I+ M,y
Vy (X) = constante, «
V, (X) = constante, M, = (Mzz - le) i My

Sous cette hypothése et pour le modeéle d'Euler-Bernoulli (pour le modéele de Timoshenko, on utilise la
méme matrice), on obtient la matrice suivante :

(A1 A0

A= Ho a,b

Partie triangulaire supérieure de la matrice de rigidité géométrique avec :

1|2 3 4 5 6
U | Vq Wy 61 &1 61
1
M?l
N° B N°
2| e i 0
0
_My2+V;
2L 2
M2
N°© 2L N°©
A = ° 2771 vo ve | "0
_M22 y
2L 2
- Mp + Mg, | + My - My,
. (Iy+IZ)N0 12 12
Y60 | (o) | ()
_\y) _ z
12 12
5 2L N°
15
6 2L N°
15
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7 |8 9 10 11 12
Uz | V2 Wo &2 8, &,
1
My
N° N°
2 -12— 2L -
L M 32 VA 10
+—+—=
2L 2
M2
N (0] 2 L N (0]
3 -12— o -
L M7, Yy 10
2L 2
(0] (0]
A, = My M2 . (le'Mﬁ) (‘M§1+M§2)
4 2L 2L _M 12 12
M ve | omy W SY ] ()] (v
2L 2 2L 2 12 12
(M2 - M3,)
; N 2| (LN
10 (Lvy") 30
12
- My, + My,
N 12 (L)
ANy
12
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7 |8 9 10 11 12
Uz | Vo Wy &2 8, &,
7
My,
N o] YR N (o]
8 12— 2'; -
L ) My, _V_Zo 10
2L 2
Mz
N° | 2L N©
— U we ve |10
3 7 _ MZZ Vy
2L 2
M em) (e mg - M)
(1, 1) N 12 12
10 +—) o
SL _(LVy) (v
12 12
1 2LN°
15
12 2LN°
15
oM, ,
En utilisant les égalités I -V, =0 et I +Vy =0, on retrouve la matrice programmée.

De plus, pour pouvoir traiter les problemes de déversement de poutres minces, sollicitées
essentiellement par des moments de flexion et des efforts normaux, il faut ajouter I'hypothése de
rotations modérées en torsion [bib 4], [bib 5].

Ceci se traduit par la forme suivante du champ de déplacements :
U(xyz) = u()+2{8,() +6,x) 6()) -y(8(x) -6(x) §(x)
D'autre part, si le centre de torsion C n'est pas confondu avec le centre de gravité, il faut écrire :
gl(x, Y, z) = v(x,C) —(z —zc) 8,
[l
QN(X, Y, Z) = W(X,C) +(y _YC) 6,
Ces deux modifications aménent des termes supplémentaires dans la matrice de rigidité géométrique :

L'hypothése des rotations modérées conduit & rajouter & 2U g le terme :

8 = [ -m2(6, ), +M2(8 8). vy 6§ 2 ag
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Les termes de la matrice A & ajouter sont :

M2 M2
(4-5): +TZl (10-11) : —TZZ
MO MO
(4-6): =S (10-12):  +—"

En ce qui concerne I'excentricité du centre de torsion, il faut ajouter les termes correspondant a :
U2 — NO Lle'_NO Ll . V0+ VO L ]
G - ZCIOV X ycIOW Q< Ye y Zc Vy Io Q( Q(
( o o\l (|2
+(ye M2 -z, MO)[(a))
Ye My c My Io X

De plus, il faut effectuer un changement de repére comme au [83.1].
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Poutre courbe

Pour calculer la matrice de rigidité pour un élément de poutre courbe, nous faisons le calcul en passant
par différentes étapes.

Nous partons des équations d'équilibre qui intégrées vont nous donner une matrice (notée Jg)

permettant de déterminer les efforts en un point de la poutre connaissant les efforts en un autre point.
Cette matrice prendra en compte le changement de base local.

Ensuite en écrivant I'énergie potentielle de I'élément et en remarquant le découplage de la flexion dans
le plan de I'élément de la flexion hors de ce plan, on détermine les deux matrices de flexibilité.

Enfin les matrices de flexibilité étant calculées, on obtient la matrice de rigidité locale en utilisant le
principe de Castigliano, qui doit étre recalculée dans la base globale pour étre assemblée.

Xo

Figure 5-a

Cf. : Manuel d'utilisation du Code_Aster (fascicule [U4.2] : modélisation indice C p26/30).

Pour rattacher les efforts appliqués en un point P de la structure aux efforts obtenus en un autre point
Q de la structure, on intégre les équations d'équilibre statique d'une poutre courbe (sans effort réparti).

Nous allons ici nous borner a étudier la poutre courbe a section constante (avec prise en compte du
cisaillement transverse) et a rayon de courbure constant.
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C
(;<. )7. 2) base locale de la poutre courbe
Figure 5-b : Repére moyen (repére local)
Les équations d'équilibre statique sont :
0 Mio_
N B
st R T 0 EMl,s"' -V, =0
s = 0 Mas+Vy = 0

ceci pour :

Qx s

Figure 5-c : Repére curviligne
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Pour intégrer, on utilise les conditions en P :

EN = F EMT = M,
v, = - K M, = - M,
— [ —

8/2 = kK M = M,

En intégrant et en passant dans le systéme d'axe suivant :

Figure 5-d : Systéme d'axe choisi par l'intégration

On obtient :
ON O % cosf -sin@ 0 0 0 0% OFx O
Mg g sing cos6 0 0 0 oggFY
DVZD_B 0 0 1 0 0 OBDFZD
a\/ITB_ 5 0 0 R (cos 6-1) cos 8 -sin O ODBMXB
DMlB B 0 0 Rsin & sin 6 cos 6 OB BMyB
El\/lzg [R(cos 6-1) —-Rsin 8 0 0 0 10Mz
‘JG
Nous allons maintenant prendre en compte les caractéristiques mécaniques en utilisant I'énergie
potentielle :
[N 2 72 72 Y /1 2 2]
Ep = LA S - L S L P
2 Jss OES  k;SG  k, SG El El, ElLQO
(le signe "~" signifie que nous utilisons les efforts internes) (remarque : f~ =—f par le principe

d'action-réaction).
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Rappel des relations de comportement
dans le cadre du modéle de Timoshenko :

[0 du
[N = ES —
(] aJs
[%7 _ gwl_ Q
[]1 = k; SG Js 6
=g W,
Y, = k,SG %+ Q
E 2 2 s el
(]
L~ L,
CFMt Elz
E%IVI - -p%d
5! ds
i, = -g, %%
Eﬂ 2 2 gs
Torseur des efforts intérieurs : Torseur cinématique :
) Ns+T (g fs+4 n+6n,
M7 s+M Us+w, Np+w, N,
dou:
U1 il
U— 0 0 O
[ES . DENE
I o U il
Ep = 5 [ (N.VL.V,) o csc 0 ODhges
0 . OR,H
o 0
8 koSG
Uq O
- 0 il
rEl ) DEMTD
4 Sp |:| = |:|
+ .rsl(MT’Ml’MZ) Al el 0 pOM;[ds
0 L Obm,b
Lo —0
B El, 3§
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ou encore :
01 O
U
? 1 U
oFxd O 0 OrxO
0,0 O kSG 0 OO
0V D0 = 1 0 = 0V D0
1 pUFz U k UFz U
Ep = —Jb 0J; O 256 N 0 Rd6
2Joguxg 7% o 1 079 kg
o O GC O O
g\\/lﬂyD E ; 1 B g\\/lﬂyD
‘g El, g 2
O 1o
H El, H
Jg étant la matrice obtenue précédemment.
On peut ainsi calculer la matrice de flexibilité [C] :
01 O
U
Eg 1 U
U U
[] k;SG U
0 1 0 U
[ U
_ BT 5 k,SG B
[C] = [ e - 1 DJQ Rd6
[ GC U
[] 0 1 H
[ =1 U
5 El; 0
O 1D
B El,H

Nous pouvons remarquer que la matrice Jg peut se décomposer en deux sous matrices
indépendantes, une partie concernant la flexion dans le plan de I'élément, I'autre concernant la flexion
hors du plan de I'élément.

Remarque :

Cette décomposition va permettre d'inverser plus facilement les matrices que nous allons
obtenir un peu plus loin.

Jo - Jig, Jog
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Flexion dans le plan de I'élément :

UN O U cos 6 - sin & oUlrFxU

EK/ H o [ 0

Mg = 0O siné cos 6 ODEFyD

M,B FR(cos -1) - Rsin 8 1HBEwzH
Jig

Flexion hors du plan de I'élément :

(M, O 0s & - sin & R (cos 6-1)U LMxU
o ff (cos §-D) xg

Mg = [Bin 6 cos 6 Rsin 6 [ YO

B do 0 1 H Brz B

‘]29

5.1 Matrice de flexibilité pour la flexion dans le plan de la poutre [C!]

01 O
— O
Ecos @ sin 8 R (cos 9—1)%[!55 O
[Cl] = IfD—sin 6 cos & -Rsin 6 DB .SG 8319 Rd 6
0 0 1 U O
=5 17
g El, 5
[80s’@ sin’@ R?(cos 6-1)°  cos@sin 6 cosBsin 8 R*(cos 6-1) sin 8 R(cos 6-1)[]
OES " kSG  El, ES Kk SG El, El, O
_ g U sinZG.COSZG.stinze R sin@ DRd@
- Io O ES 'k SG  El, " E, O
U 1
E sym. ?b E
Annexe :
B 5 B . o _
IO cos 8d9+J’0 sinf8d8 = B
B, 1 . 1 .
J cos"6de = > (B+sin Beos B = " (2 B-sin2 B)
B, 1 . 1 .
J sin“6d6 = > (B+sin Beos B = " (2 B-sin2 B)
)
Iﬁsine cos 6do = p
0 2
d'ou
cl, = R (28+sin (2B))+ R (28-sin(2))+ 3 (68-8 sin p+sin(2 9)
AES 4k,SG 4 El, !
R R R3
Ch = s (2ﬁ+sm(2ﬁ))+4kISG (2B-sin (2/3))+4E|2(2;3 sin(2)
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C3 RE
33 E|2 !
R
1
= ——=sin sm
Ciz 2ES “p 2k,SG 2EI 2EI
2
1 _
Cis (sm B- B)
El,
2
Cy = (cos B-1) .
El,

5.2 Matrice de flexibilité pour la flexion hors du plan de la poutre [C?]

]

04 O
_ R 0 O
B cosé sin@ OE[El L O
_ LBD' sin@  cos6 0770 5 0 2320 Rd6
FR(cos6-1) R sing 150 o, O
Lo 0 U
B koSG
Et0529+sin26 cos@sin 6 cos fsin 6 R(cos 6-1) cos 6 Rsin® 8 [
el kL Bl ElL El T El H
_ J-ﬁ 0 sin6 cos’ @ R (cos6-1) sin6 R cos6 sing
= 0 — + DRdQ
° El  ElL El L g
0 Rz(cose—l)lezsinzel 1
0 sym. El El, kSG []
—i(Zﬁ sm( /3)) (2,B+sin(2B))
AEI AEI,
R
2El (ZB sm(ZB)) (B+sm(ZB))
R® Rb
R [GB 8S|n,8+5|n(2[3)]+H(2B+sm(2ﬁ)) ,SG
R R
———sin? B+———sin?
2g1 SN B og SN B
2 R?
2El (2B+sm(2[3) 4S|nB) (2[3 sm(ZB))
R2
——— \sin“ B+2cosf3 -2+
2EI (sin* 8 p-2)+ 2e1, "
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Ayant déterminé la matrice de flexibilité, nous allons pouvoir calculer la matrice de rigidité.

Onadonc:

1
E, = > T,ET[C] Te, ceciOTg, (e: pour extérieur)

Commeona:
e _ e
TQ = JB T,

(Rappel : T,S et TS ne sont pas décrits dans la méme base).

On a aussi:
E, = 1Te [c] Jp T, 0TS
p 2 Q
A l'aide du théoréme de Castigliano, on peut obtenir les déplacements associés aux efforts extérieurs
Te
Uy,= [C]T¢ dans la base locale du point P (S , Ny, nZ)P
_1T

et U, [C] J g dans la base locale du point Q (S , Nq, nZ)Q
U T§ etl] TS.

En décomposant le probleme en deux sous-problémes, et en utilisant le principe de superposition, on
peut écrire :

e — e e — i i A .
Tptotal - TPP + TPQ = _Tpp —TPQ (I . pour mterne),
effort effort
provenant  provenant
du point  du point
P Q
e — e e — i i
et TQtotaI - TQP + TQQ - TQP TQQ
effort effort

provenant  provenant
du point du point
P Q

(on applique deux torseurs d'effort (indépendants I'un de l'autre) au point P et au point Q).

Action provenant d'un coté : T'PP Te -K Up (K = [C] _l)

Action provenant de |'autre coté : T = +‘]B -|-e Zgl [Jﬁ K J}; ]UQ =K JE UQ

Manuel de Référence Fascicule R3.08 : Eléments mécaniques a fibre moyenne HI-75/96/060/A



Code Aster "’ Version 3

Titre : Eléments "exacts" de poutres (droites et courbes) Date : 02/12/96
Auteur(s) : J.M. PROIX, P. MIALON, M.T. BOURDEIX clé: R3.08.01-A Page: 54/72

Nous obtenons ainsi :

e — T
Th = KUp=KJg Uqg
A — T
et de méme : Tgtotal = —JgKUp+JgKJIgUqg

La matrice de rigidité pour les "déplacements” Up (donnés dans sa base locale) et pour les
"déplacements” UQ (donnés dans sa base locale) est :

(K -KJp O
K = O ;0

De plus, dans le cas de poutres a section circulaire creuse (coudes de tuyauteries), on divise |y et |,
par des coefficients de flexibilité donnés par I'utilisateur, pour prendre en compte la variation de rigidité

dde a l'ovalisation (cf. [8§7.2]).

Pour la matrice de masse, on ne considére que la matrice réduite (masses concentrées), et on fait
I'nypothése simplificatrice que l'expression donnée pour les poutres droites [§2.4] reste valable en
considérant un élément droit de longueur R.[3.

On obtient :
My = My, = Mgz = My; = Mgg =Mgg :%R.ﬁ
it
Mes = Mip1p = 2p IleR.B +min§psl((if)3, psgzﬁ)zg

Cette hypothése est limitative et ne permet pas de bien prendre en compte l'inertie de flexion ou de
torsion dde a la courbure. Il vaut donc mieux dans ce cas modéliser une poutre courbe par plusieurs
éléments POU C T.
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6 Chargements

Les différents types de chargement développés pour les éléments de poutre " MECA POU D E",
"MECA POU D T"," MECA POQU C T" en élasticité linéaire sont :

Types ou options MECA POU D E MECA POU D T MECA POU C T

* CHAR_MECA EPSI _R: chargement par développé développé développé
imposition d'une déformation (de type
stratification thermique)

* CHAR MECA PESA R:chargementdi ala développé développé développé
pesanteur

* CHAR_MECA FR1D1D: chargement réparti  développé développé développé
par valeurs réelles

* CHAR_MECA FF1D1D: chargement réparti  développé développé développé
par fonction

* CHAR_MECA TEMP_R: chargement développé développé développé
"thermique"

* CHAR_MECA FRELEC: chargement "force développé développé non
électrique" créé par un conducteur secondaire
droit

* CHAR_MECA FRLAPL : chargement "force développé développé non
électrique" créé par un conducteur secondaire
guelconque

6.1 Chargement par déformation
OPTION : "CHAR _MECA EPSI _R'
On calcule le chargement a partir d'un état de déformation (cette option a été développée pour prendre

en compte la stratification thermique dans les tuyauteries). La déformation est donnée par I'utilisateur a
I'aide du mot-clé EPSI _| NI T dans AFFE_CHAR_MECA.

6.1.1 Pour la poutre droite d'Euler et la poutre droite de Timoshenko

Le modéle ne prend en compte qu'un travail en traction-compression et en flexion pure (pas d'effort
tranchant, pas de moment de torsion).

On utilise les relations de comportement suivantes :

B Ju
N = ES 5'
96,
|\/|y = Ely E,
M El %
z z dx'
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Ainsi, on obtient le second membre élémentaire associé a ce chargement :

_ Ju
aupointl: F, = E 815 ,
a6,
Myl - E Iyl dx !
_ 96,
le = E |21H ,
_ oJu
aupoint2: R, = ES, Ix
a6,
MyZ = E Iy2 é'x !
_ 26,
M, = EI, Iy
“du 08, 98, -
En se donnant E' d_)z et d—; pour une poutre, on peut lui affecter un chargement.

Pour la poutre courbe de Timoshenko

La méthode utilisée peut se comparer a celle précédemment présentée. On utilise pour obtenir le
chargement aux nceuds, la matrice de rigidité locale K qui multipliée par les déplacements aux nceuds
U donne les efforts F appliqués aux nceuds :

F = Ku.

La méthode ne prend en compte que la déformation liée a la longueur de la poutre. Mais on ne prend
en compte que la longueur projetée sur X, c'est-a-dire la distance la plus courte reliant les deux points
extrémes de la poutre courbe : 2R sina (R : rayon de courbure). Cette longueur est multipliée par un

taux de déformation, ce qui donne I'état de déformation de la poutre. Puis on projette sur X etsur Y.
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On a ainsi pour U :

0-2R sina EPX cosa% N
0 2R sina EPX sinap H
O o g O pointl
O n o
, = O 0 O H
N 0 g
O O
oin
J 2R sina EPX cosal 0 P
2R sina  EPX sina% H
Ju
avec EPX=—
X

6.2 Chargement di a la pesanteur
OPTION : "CHAR_MECA PESA R'

La force de pesanteur est donnée par le module de l'accélération g et un vecteur normé indiquant la
direction n.

Le principe pour répartir le chargement sur les deux nceuds de la poutre est de tenir compte des
fonctions de forme E(X) associées a chaque degré de liberté de I'élément [82]. Nous avons donc pour

un chargement en pesanteur une force nodale équivalente Q :

_ L
Q = [ &x)pSgndx

Remarques :

Les fonctions de forme utilisées sont (hypothése simplificatrice) celles du modéle
Euler-Bernoulli.
Il faut, bien s0r, se placer dans le repére local de la poutre pour faire ce calcul.
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Effort axial (en X):
L
I &pS gkdx

PR

N 1 SZ .
dou: F, = pngL%+€§ au point 1,

F., = pgkx L?+S—2§ au point 2,
X2 6 3
pour une section variant linéairement % =5+ (32 - Sl)f@
[(BS,;+2 Sl S, +S,U
et F, = POBXLH : %

[8,+2,/5, S, +3S,
FX2 - pg&L% 12 %!

. _ . 0o X
pour une section variant homothétiqguement % %/871+ Sy, =S n
Moment de torsion :
Sans prise en compte du gauchissement, il est inexistant.

e Dansleplan (x02):

L
1

L
! pgﬁj’oc,‘lde

L
" pg&foq‘Zde

<
I

L
I

L
ngIo & S dx

2

L
Vs pgﬁj’o&de

<
I

02/12/96
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-2 88 o §2E-20-
sg=—z§§§+3ﬁfg bl E“Efgﬁfg%

7S, 332§
20 20

S
_ 2 LF;Q
My, pgﬁL@%o 300"
F, = m_gﬁ+ﬂ§
» = POHEEHL T o0
S
_ 2 1+;§
My, prL% 200"

pour une section variant linéairement,

[BS;+55; S, +2 S,
PQQLH 30

dou: F, = pglzL

1

et: F,

I
©
(o]

KNI
I_I\J

MYl

S, +5,/8, S, +8S,
30

LS, +2 S1 82 +2S,

M, = pglz LZH

Eﬂ]:ll:l Eﬂ]:ll:l

pour une section variant homothétiquement.
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e Dansleplan(x02):
L
Fy, = poy [ §Sdx
L
M, = pg@'J’O_‘?ZSdX
L
F, = POy [ &Sdx

L
M, = pg@Io—&SdX

N 1 382
dou: Fyl = pg@/L Q,

_ 2 1,92
M, = poly L%O+30§,

75
F, = POyL 1 ZQ,

— 2 1,92
M, = -pgyL %30@,

pour une section variant linéairement,

S,+5/S,S, +2S, 0
et: F, = pg@Lg 1 ;02 2%,

QS +2,51S, +S
- 2 1 192 2
M, = pg@lLE 50

1

g
:
R, = pg@L§81+5 5;1082 +882§’
(]
:

0-5,-2)/5,S, -25,
60

M, = pg@"—zg

2

pour une section variant homothétiquement.
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Chargements répartis

OPTIONS :

"CHAR_MECA _FR1D1D",
"CHAR_MECA_FF1D1D",

Les chargements sont donnés sous le mot-clé FORCE _POUTRE, soit par des valeurs réelles dans
AFFE_CHAR MECA (option CHAR MECA FR1D1D), soit par fonctions dans AFFE_CHAR_MECA (option
CHAR_MECA FF1D1D).

Les différentes possibilités sont :

chargement constant chargement variant
linéairement

poutre droite a section constante développé développé
poutre droite a section variant linéairement  développé non
poutre droite a section variant développé non
homothétiquement

poutre courbe développé non

Le chargement n'est donné que par des forces réparties, pas par des moments répartis.

La méthode utilisée pour calculer le chargement a imposer aux nceuds est celle présentée au [§2.1.2].

Poutre droite a section constante

Pour un chargement constant ou variant linéairement, on obtient :
n
1 2

h, = LR
1 3 6

1, M

R, = L0

X 6 3

N, etN, sont les composantes du chargement axial aux points 1 et 2 provenant des données de
I'utilisateur replacées dans le repere local.
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ty . tys, ty etly; sontcelles de I'effort tranchant. Et 'on a:
07 t, 3t,. O
F = L B—l+—y2D,
h 020 20 O
x, t, O
M, = L2O2+20,
4 20 300
(B ty 7t, O
F - L—24 Y2 ,
V2 020 20 O
[t
M, = -L®32+20,
& B0 20
art, 3t, 0
F, = LO;-+—-=20,
4 020 200
x, t. 0
M, = -L®O +-20,
h 20 300
F, = L[Btzl+7t22D,
2 020 20 O
, t. 0
M, = L®OX+-z00.
V2 [B0 200

6.3.2 Poutres droites a section variable

Le chargement fourni doit étre constant. On utilise une méthode similaire a celle utilisée par le poids
propre [86.2].

6.3.3 Poutre courbe
Le chargement fourni doit étre constant le long de I'élément. Le chargement réduit aux nceuds est

équivalent a celui que l'on peut obtenir en reprenant les résultats du [86.3.1]. Avec une charge
constante, cela devient :

_ n _ n
Fxl = LE ’FXZ = LE ,
t t
" _ oy
Fyl—LZ ,Fy2_|_2 ,
M, = th—y M, = —th—y
a - 12 ' Tz 12
— tZ — tZ
F, = LE . F, = LE ,
t t
- _12 tz - 12 22
My, S Me TP
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Chargement thermique

OPTION : " CHAR_MECA TEMP_R"

Pour obtenir ce chargement, il faut calculer la déformation induite par la différence de température

T = Trgtérence

-La (T _Tréférence)

La (T - Tréférence)

(a . coefficient de dilatation thermique).

c
=
1

<
)
1

Ensuite, on calcule les forces induites :
F = Ku

comme K est la matrice de rigidité locale a I'élément, on doit ensuite effectuer un changement de
base pour obtenir les valeurs des composantes du chargement dans le repére global.

Chargement électrique

OPTION :

" CHAR_MECA FRELEC',
" CHAR_MECA FRLAPL".

Ce type de chargement permet de prendre en compte la force de Laplace agissant sur un conducteur
principal, due a la présence d'un conducteur secondaire.

Le conducteur secondaire est droit et il ne s'appuie pas sur une partie du maillage Aster si on utilise
l'option " CHAR_MECA FRELEC'.

Le conducteur secondaire n'est pas nécessairement droit et il peut s'appuyer sur une partie du maillage
Aster si on utilise I'option " CHAR_VECA FRLAPL".

La densité linéique de la force de Laplace exercée en un point M du conducteur principal par le
conducteur secondaire s'écrit :

1 e, Or

f(M) = > €1 DJ.ZWCIS

Remarque :

Pour obtenir la force de Laplace, le vecteur retourné a la suite du calcul effectué par l'une de
ces deux options doit étre multiplié par la fonction temporelle d'intensité spécifiée par
l'opérateur " DEFI _FONC_ELEC".
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Conducteur secondaire droit fini ou infini
OPTION : " CHAR_MECA FRELEC"

Pour un conducteur secondaire fini, nous avons :

f(M) = %Dg (sinal— sinaz)
P e; R
) _e,0d
avec N=
‘ d =]

1

Pour un conducteur secondaire infini, nous avons :
n
f(M) = e O
d
Trois types de chargement sont possibles :

e conducteur droit paralléle infini,
e conducteurs droits paralléles infinis multiples,
e conducteur droit en position quelconqgue fini ou infini.

Pour le cas d'un conducteur droit paralléle infini, sa position peut étre donnée de deux maniéres :
e soit par un vecteur translation du conducteur principal au conducteur secondaire,
e soit par la distance entre les deux conducteurs et par un point du conducteur secondaire.

On obtient donc un chargement constant sur tout I'élément principal. On peut ainsi utiliser la technique
présentée au [86.3] [86.4] pour calculer le chargement aux nceuds.

L
Fo= f(M)=
L= f()
L
F, = f(M)=
AR (OF
L2
M, = Of(M)—
1 e, O f( )12
L2
M, = —elﬂf(M)E , f(M)=constante (1 M .

Pour le cas des conducteurs droits paralléles infinies multiples, on doit donner directement le
vecteur "force de Laplace" normé. Celui-ci étant habituellement donné dans le repére global, il faut
déterminer le vecteur "force de Laplace" dans le repére local de I'élément principal. Ainsi de la méme
maniére que précédemment, on calcule le chargement aux nceuds.
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Pour le cas d'un conducteur droit en position quelconque fini ou infini, sa position est donnée par
deux points P, et P, tel que le courant circule de P, vers P,. Le chargement n'est pas

obligatoirement constant le long de I'élément principal.

La méthode choisie pour calculer le chargement réduit aux nceuds est évidemment la méme
gu'auparavant. Mais ici, l'intégration se fait numériquement en discrétisant I'élément en un certain

nombre (en pratique : 100 points entre P, et P,).

On intégre ainsi :

F = IOLf(M) E@E@i%@%gﬂédx
Eg%%%g édx
G R
76558

[T1]

L 0
Fo= [F(M) gz

[T

- L - —
Ml = IO _e]_Df(M)

[T

L —
M2 = IO —§1Df(|\/|)

mAD INIy

Remarque :
Comme f(M)X =0

et (elﬂf(M))]x:O (x = el)

on utilise uniquement les fonctions de forme associées au probleme de flexion.

Conducteur secondaire décrit par une partie de maillage ASTER
OPTION : " CHAR_MECA_ FRLAPL"

Le conducteur secondaire dans son ensemble n'est pas nécessairement droit. Mais il est décrit
uniquement par des éléments droits. Sa longueur est obligatoirement finie.

Sa position peut étre complétée par I'utilisation d'un vecteur translation ou d'une symétrie plan (par un
point et un vecteur normal normé du plan de symétrie) par rapport au conducteur principal.

Hormis le fait qu'il faut sommer linteraction des différents éléments du conducteur secondaire sur le
conducteur principal, la méthode est la méme que précédemment (cas (iii)).

Remarque :

Pour l'intégration numérique, on n'utilise que 5 points compris entre P et P, .
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7 Torseur des efforts - Torseur des contraintes (ou efforts
généralisés) - Forces nodales et réactions
OPTIONS :
"EFGE_ELNO DEPL",
"SI EF_ELGA DEPL",
"SI GM_ELNO _DEPL",
"SI PO_ELNO DEPL",
" FORC_NODA",
" REAC_NODA".
L'option "EFGE_ELNO_DEPL" permet de calculer le torseur des efforts aux 2 nceuds de chaque élément
de "poutre”.
Les options "SI GM_ELNO DEPL" et "SI PO_ELNO DEPL" permettent de calculer les valeurs maximales
des composantes du tenseur des contraintes intervenant dans un modéle de "poutre”.
L'option "SI EF_ELGA DEPL" permet le calcul des forces nodales (option "FORC_NODA" et des
réactions " REAC_NODA").
Remarque :
Lorsque l'une de ces options se terminent par " _C', cela signifie que les valeurs des
déplacements (et donc des efforts) sont complexes.
7.1 Letorseur des efforts

OPTION : " EFGE_ELNO_DEPL"

On cherche a calculer aux deux nceuds de chaque élément "poutre” constituant le maillage de la
structure étudiée, les efforts exercés sur I'élément "poutre” par le reste de la structure. Les valeurs sont
données dans la base locale de chaque élément.

En intégrant les équations d'équilibre, on obtient [§2.1.3] les efforts dans le repére local de I'élément :
— e e " e
R LOC - K LOC u LOC + M LOC u Loc fLOC

ou: Rige = (- NL-V}!, -V, -ME, -ME, -mE, N2, V2, V2, M2, M2, M2)

KeLOC matrice élémentaire de rigidité de I'élément "exact" de poutre,
MELOC matrice élémentaire de masse de I'élément poutre,

ffoc vecteur des efforts "répartis" sur I'élément poutre,

U oc vecteur "degré de liberté" limité a I'élément poutre,

U o vecteur "accélération” limité a I'élément poutre.

On change ensuite les signes des efforts au nceud 1 [8§2.1.3].
OPTION : "SI EF_ELGA DEPL"

L'option "SI EF_ELGA DEPL" est implantée pour des raisons de compatibilité avec d'autres options.
Elle ne sert qu'au calcul des forces nodales et des réactions.

, . e
Elle est calculée par : R ¢ Kioc Uioc
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Le tenseur des contraintes

OPTIONS :

"SI GM_ELNO_DEPL",
"SI PO_ELNO_DEPL".

On cherche a calculer les valeurs maximales des composantes Oyy, Oyy et Oy, qui sont reliées aux

efforts par :

N = LJXX ds,
Vv, = Laxy ds,
V, = Laxz ds,
M; = L(y Oy, = 2 0y, dS,
M, = Lz o, dS,
M, = L—y O, dS.

Avec l'option "SI GM ELNO DEPL", on calcule l'effet maximal de I'ensemble des efforts sur
Oy, Oyy €t Oy, .

* Pour O,y ,0na:
, WM .
o, " = ﬁJrJ—T' R;', pourlenceudi (i = 1 2)
X

avec : A ky A : aire de la section,
ky . constante de cisaillement,
‘]X : constante de torsion,
RT : rayon de torsion.

* Pour 0y,,0na:
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* Pour 0y, ,0na:
- Pour une section rectangulaire :
) ;NI M i H i M i H i |
o, M = 4 B+ A+ 22 HsiN 2 0,
] A IY 2 IZ 2 O
|; Ni M i H i M i H i |;|
- B+ +—=%—%HsiN < 0,
1A ' 2 I,' 2|
avec Iy, I;  : moments géométriques,
Hy, H; : cotés du rectangle.

- Pour une section circulaire :

% +\/(Mvi)2 +(Mzi)2 R_i'DSi N=0,

ly'

N i

i

F+\/(|\/|Yi)2+(|\/|zi)2 %@ siN <0,

avec R

. rayon de la section.

- Pour une section générale :

UXX

M’

i i
oMy
ALY

Max _

R/

RZI -
IZ

Dans ce dernier cas, on fait le calcul au point (RYi, Rzi). RYi et RYi et R,' sont les

distances a la fibre neutre.

Pour retrouver ces formules, on utilise les relations entre les contraintes et les déformations puis celles

entre les efforts internes et (u,x v Yy 1 Y @x ; @x ; Qx) :

Lo, = E &

0

Oy = G2¢
ED-XZ = G 2 SXZ !

Et‘xx = UuXx+z ey,x -y 6z,x

exy = yxy -z Q(,x
Exy Y tY @,x

(wy=V,

x-4)

(ve =W.x+ §),
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g £ 900
oY O 0 kyGA 0 00wy O
(., O il k- GA OLy U
0 z 0 = 0O z DDyxz 0
oM+ 0 GJ 08 x0
L O U 0 il
oo O 0 Ely O %ﬁ X
M, 0O W El, 0, « %
(Les différents types de mouvement sont découplés lorsqu'on travaille avec les axes principaux (par
définition)).
On obtient :
LN My M, O
ox\X,y,z) = E tz———-y= [0
XX( ) A EIY EI 7 D
OV M O
o.\xy,z] = G -z )
oy &k GA "Gy
O Vy M O
o\xy,z] = G -7 ,
ybey.2) 4, GA ‘G [

Avec l'option "SI PO ELNO DEPL", le calcul est quelque peu différent. On recherche les effets

maximums de chaque effort (N, Vy, V7, M1, My, MY) sur les composantes Oy, , Oy et Oy;.
On retrouve les résultats précédents sous forme décomposée. Le vecteur résultat s'écrit :

(011' 021, 031, 041, 051’ 061
012’ 022, 032’ 042’ 052’ 062)

avec: Oy A pour le noeud | (i =1, 2)
[ Ni
o= N
. Vol
o3 = —Zi :
AZ
. |\/|Ti
o' = — Ry,
pour les sections rectangulaires :
. My' H!
oy —
> ly' 2
. Mz' Hy'
o = ——5——,
I,' 2
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. Mot
o' R,
IY
. M-I
g = -—5R,
I
Y

M i
O'5I = _lYI Rzl,
Y
. |\/|Zi .
UGI = _I—iRYI .
Z

Dans le cas de poutre a section circulaire creuse (tuyaux), la flexibilité des coques minces n'étant
pas bien représentée, il faut corriger certaines grandeurs. Deux coefficients sont utilisés pour cela :

* un coefficient de flexibilité "flex" (utilisé aussi par la rigidité [85]),
« un coefficient d'intensification des contraintes "isigm".

En particulier, on peut s'inspirer des regles RCC_M

_ | classique _ .
| classique = ——— (cflex = 1) uniquement en flexion.
cflex
My isigm
05 = .z Z ]
ly corrigé cflex
M isigm
O = £ - Ry (isigm 21) .
I, corrigé cflex

7.3 Calcul des forces nodales et des réactions

OPTION : " FORC_NCDA"

Cette option calcule un vecteur de forces nodales sur toute la structure. Elle produit un champ aux
nceuds dans la commande CALC_NOpar assemblage des termes élémentaires.

Pour ce calcul, on utilise habituellement en 3D [R5.03.01] par exemple le principe des travaux virtuels
et on écrit :

F=Q'o

ou Q' représente symboliguement la matrice associé a I'opérateur divergence. Pour un élément, on
écrit le travail du champ de déformations virtuelles :

(Q"a)n = fyolu)e(wh)

Pour les éléments de poutre, on calcule simplement les forces nodales par assemblage des forces
nodales élémentaires calculées par I'option SI EF_ELGA DEPL, qui s'expriment par :

[Fioe] =[K o [ U od [57.1]
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OPTION : " REAC_NODA"

Cette option, appelée par CALC_NO, permet d'obtenir les réactions R aux appuis a partir des forces
nodales F par:

R=F _Fchar +Finer

FChaIr et F'™" étant les forces nodales associées aux chargements donnés (ponctuels et répartis) et
aux efforts d'inertie.

Elément de barre

Mot clé ' BARRE'

Une barre est une poutre droite de section constante ne comportant que les degrés de liberté de
traction-compression uniqguement. L'équation du mouvement, les matrices de masse et de rigidité, et
les efforts sont donc ceux des poutres (droites de section constante) relatifs a la traction-compression.

Concernant les caractéristiques de la section, l'aire de la section transversale constitue la seule donnée
utile [U4.24.01 811].
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