COd e_ASter : Version 5.0

Titre : Sensibilité des champs thermo-mécaniques a une variation du domaine Date : 19/01/00
Auteur(s) : G. NICOLAS Cclé: R4.03.01-A Page: 1/32

Organisme(s) : EDF/MTI/MMN

Manuel de Référence
Fascicule R4.03 : Analyse de sensibilité
Document : R4.03.01

Sensibilité des champs thermo-meécaniques
a une variation du domaine

Résumé

Pour connaitre I'influence d'une variation du domaine sur les champs thermo-mécaniques, I'approche classique
consiste a faire plusieurs calculs et a évaluer, par différence, la sensibilité. La méthode décrite dans ce
document permet d’obtenir en un seul calcul avec le Code_Aster la valeur des champs de températures,
déplacements et contraintes et leurs dérivées par rapport a la variation du domaine.

La méthode est d'abord exposée dans sa généralité : thermique et mécanique statique linéaire, 2D et 3D,
variation d'un bord quelconque. Ensuite sont détaillés les différents calculs dans le cas 2D et pour certains
chargements.

Manuel de Référence Fascicule R4.01 : Analyse de sensibilité HI-72/99/011 - Ind A



COde_AStel‘ ’ Version 5.0

Titre : Sensibilité des champs thermo-mécaniques a une variation du domaine Date : 19/01/00
Auteur(s) : G. NICOLAS clé: R4.03.01-A Page: 2/32

Table des matieres

g0 o [U Tt i o] o USRS PTR PR 3
2 Détermination du gradient de la tEMPETAtUIE .........cuuiviiiiiiee e e e s aeeesnraees 4
2% T I o 0] o] =T 3 - PSR P 4
2.2 Dérivation de I'équation variationNEllE .............ccuuiieiiiiiee e e e e e e sraeeeeans 4
2.2.1 Intégrale de la variation temMpPOrelle ............ccooiiiiiiiiiie e 5

2.2.2 Intégrale de la condUCtiVIt& tNEIMIGQUE..........oiiiiiiii ittt 5

2.2.3 Intégrale de I'échange conVvectif - Partie 1 .........ccccvvviveeeiiiiiiiiiee e 6

2.2.4 Intégrale des sources thermiquUES iNTEIMES .........coeiiiiiieiiiiiee it e e seee e siaee e snaee e s enneeas 6

2.2.5 Intégrale des conditions aux limites & fluX IMPOSE..........ccccviiiiieii i 6

2.2.6 Intégrale de I'échange conVECtf - PArtie 2 ........ccccceiiiiiieiiiiie it see e 7

2.2.7 BIlAN <o 7

2.3 COMMENLAIreS SUI CEIEE EQUALION .....eeieiiiiieeiiiiee e ittt e e seteeeeesntaeeeestbeeeestbeeeesstaeeeessaeeeesnsseeeesnseeenans 7
2.4 DIiSCIrEtiISAtION BN tEIMPS ...tvviiieeeeiitiieeete e e e e s tereeeee e et s saa e e e raaeeesaasaeteeeeaaesssastsaeeeaeessaasssensneeeessannsnnnnes 8
2.5 DiSCIretiSAtioN SPALIAIE. ... ...iieiiiiiiie ittt ettt e s e e e s e e e st e e e e stbeeeesstbeeeeastaeeeesntbaeeesntaeeeeanraaeaeans 9

3 Calcul du gradient du dEPIaCEMENT .........coi i e e e e s s e e e e e e s e e e e e e sesnranneaeeeas 9
I I o 0] o] =T o 1 1= TSP PPPRUPRPR 9
3.2 Dérivation de I'équation variationNNEIIE .............cuuiiiirie e e e e 10
0 A o1 (= To (= =AY o118 1o [0TSR PSR 10

I [ 1 (= To = 1 LT U T 7= Uod o [0 PR 12

I =1 - 1o L PRSPPSO 12

3.3 Commentaires sur I'équation & FTESOUAIE .........uuuieieeeiiiiiiiieeee e e s e ssireee e e e e e s s st eeaaeeesssnnraneeaaeeeans 12

4 Détermination du gradient deS CONLTAINTIES .......c.ueieeiiieee et ciie e e s e e et e e e stae e e e stae e e e staeaeseneaeeesees 13
I 0] o [o] [ ] To] o EE PO U RSP URPPRR PSRRI 13
Annexe 1 La transformation du dOM@INE ...........cooiiiiiiiiiiie e ee e e e e e e eeaaeeeannes 14
ANNEXE 2 FOIMUIAINE.......cutei ettt ettt s e e e st e et e e se e e e bt e sene e sare e sene e e nnneennres 14
Annexe 3 Commutativité des dérivations lagrangienne et temporelle...........cccveeviiieeiiiee v 18
ANNEXE 4 MiISE €N GRUVIE NUMEBTIQUE .. .uvvvveereeeiesnteeeeeeeessassntteseesaeessssssaeseaaesssannsssaseeeeesesasssseeseesssansssnees 19
LS =1 ][ ToTo [ ic=T o] o 1= PRSPPI 31

Manuel de Référence Fascicule R4.01 : Analyse de sensibilité HI-72/99/011 - Ind A



COd e_ASter : Version 5.0

Titre :
Auteur(s) :

1

Sensibilité des champs thermo-mécaniques a une variation du domaine Date : 19/01/00
G. NICOLAS Clé: R4.03.01-A pPage:  3/32

Introduction

Les développements présentés dans ce document visent a permettre des études probabilistes de
rupture brutale par un couplage mécano-fiabiliste. La géométrie du domaine est traitée comme un
champ aléatoire. L'évaluation de la probabilité d’'amorcage de la rupture est assurée par couplage avec
le logiciel PROBAN, avec les méthodes FORM/SORM. Cette évolution suppose de connaitre les
variations des contraintes et des températures par rapport la géométrie. Ainsi, une premiére application
industrielle cherche a déterminer la probabilité de rupture de la cuve de réacteur nucléaire, dont
I'épaisseur du revétement intérieur est considérée comme une variable aléatoire. Ces contraintes et
températures étant calculées par le Code_Aster, la technique classique consiste a effectuer des séries
de calcul pour plusieurs valeurs de I'épaisseur du revétement. Ensuite par différence, on en déduit
I'influence de I'épaisseur sur ces champs.

Cette technique a des limites ; en particulier :

e précision ;: comment choisir les valeurs du paramétre d'épaisseur pour que la différence entre
deux calculs représente bien son influence ?

« performance : pour une valeur du paramétre, au moins deux calculs avec le Code_Aster sont
nécessaires pour calculer I'influence.

La méthode développée dans ce travail permet d’obtenir en un seul calcul avec le Code_Aster la valeur
des contraintes et températures et leurs dérivées par rapport a I'épaisseur du revétement.

La technique retenue est basée sur une dérivation directe des équations exprimées sous forme
variationnelle. Elle reprend la méthode comme sous le nom de "méthode 8" déja introduite pour le
calcul du taux de restitution d’énergie dans le Code_Aster. De ce fait un certain nombre de résultats de
base ne sont pas redémontrés mais font seulement I'objet de références en annexe.

La premiere partie concerne la dérivation de la température, en régimes stationnaire et transitoire, en
thermique linéaire. Les principaux chargements sont étudiés: échange convectif, température
imposée, source interne.

Ensuite, nous exposons la dérivation du champ de déplacement en mécanique statique linéaire. Les
chargements pris en compte se limitent a des déplacements imposés et des pressions réparties. La
dérivation du champ de contraintes se résume ensuite a un post-traitement de la dérivée du champ de
déplacement.

La méthode est présentée dans sa généralité : 2D ou 3D, influence d’'une variation quelconque d'un
bord du domaine. Dans la pratique, la fonctionnalité n’est disponible actuellement qu'en 2D, pour les
chargements mentionnés ci-avant.
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Détermination du gradient de la température

2.1

2.2

Le probléme

Une premiére étape du calcul des gradients du taux de restitution de I'énergie G est le calcul du
gradient de la température par rapport a un paramétre réel. Ce paramétre pilote la variation du

domaine de calcul : & partir du domaine de référence Q, on étudie un domaine transformé Q" ou n

est le paramétre symbolisant la transformation. Les gradients recherchés sont ceux qui sont exprimés
a I'endroit de la résolution de référence, c'est-a-dire pour 17 =0. On se reportera a I'annexe 1 pour les

notations employées.
Nous partons de I'équation variationnelle régissant la thermique du probléme sur le domaine

transformé Q. En suivant [R5.02.01], nous définissons les frontieres par :

rl” . température imposée
r2'7 . flux normal imposé

rQ . échange convectif

ce qui donne I'équation variationnelle suivante :

IpCp%T*+IA OTo T+ IhTTé _[sTi Iq T¥ IhTextT*
Q" Q" ry Q" ry rd

T Température
PCp chaleur volumique a pression constante

A conductivité thermique

h coefficient d'échange convectif
S source volumique thermique
q

T

flux de chaleur normal entrant imposeé sur le bord I_Zn

fonction de test dans Hl(Qn), nulle sur I_ln

Remarque :

Nous présentons ici uniqguement le probléme avec des conditions aux limites de température
imposée, de flux normal imposé et d'échange convectif. La prise en compte des conditions
d'échange entre paroi ou de rayonnement se fera ultérieurement.

Dérivation de I'équation variationnelle

Nous allons dériver successivement chacune des intégrales formant I'équation. A chaque fois, nous
=
utiliserons la formule de Reynolds, aprés avoir défini le vecteur © a partir de an pour la

transformation F'7 (cf. Annexe 2). O représente la direction de variation du domaine.

*
Nous choisissons des fonctions de test T qui sont indépendantes du paramétre I . Par ailleurs, on
est ici dans un cas ou les dérivations Lagrangienne et temporelle commutent (cf. Annexe 3).

Dans toutes les formules présentées, nous notons avec un point la dérivée lagrangienne de la
grandeur : T est la dérivée lagrangienne de T .
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2.2.1 Intégrale de la variation temporelle

or
I =IanCpET
: 0
d| « U ar _«0,.
—L J’Q%)Cp X T B-l-g)c‘)ET Edlve

Nous supposons que la chaleur volumique pCp est indépendante du paramétre I c'est-a-dire

purement lagrangienne (attachée au point matériel).

op

5_’7+ (@80, nous avons ici ¢ = [1p6O. D'ou

En utilisant la proposition 2 de lannexe 2, ¢ =

I'expression :

diy Il _« am . T _.
= [,PC, ST +pC, S-dive T +D(pCp).BET

2.2.2 Intégrale de la conductivité thermique

dlg— [ DD 1T D+[)\ oo T ]dlve

Nous supposons que la conductivité thermique est également indépendante du paramétre ). Ainsi,

nous avons :
o - 0O . . 0 . g -0
AOTUT O=A OO T+ )\@ TEDT+ Al TJ:%T %
= =

Avec le résultat général de I'annexe 2, nous avons :
O .
TE =0-0mT ©

U
T% =Or-0T=6-0 0. 0

>‘E“EDDEP.

.0
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D'ou le résultat :

|0
d2 = [A OO o 280t T

-Acto e ¥ oa o(oT”. e)
+dive ACTO T~

2.2.3 Intégrale de I'échange convectif - Partie 1

1 :Iré,hTT*

Nous utilisons cette fois la proposition 4 (cf. Annexe 2) qui établit la dérivation pour une intégrale

surfacique.
4 0~ 0 «
A T genTT div,8
dn g B

Nous supposons que le coefficient d'échange thermique par convection est lui encore indépendant du

paramétre 1] . Ainsi, h = 0Jh69.

d
—I hTT" +(0h.8) T+ hTdiv®T"

2.2.4 Intégrale des sources thermiques internes

17 = foosT
di 0.0 .
—= BTD+ST dive
dnJeg g

Nous supposons que la source volumique thermique est indépendante du parametre ). Ainsi

$=099.

n
dL’f]‘ = [,(0(s).8) T+ s diveT"

2.2.5 Intégrale des conditions aux limites a flux imposé

Ig =,rr”q T

2

dl5 O
IFZEI]T [H q T div 8

HI-72/99/011 - Ind A
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Nous supposons que le flux de chaleur externe est indépendant du parameétre 1) . Ainsi, § = [Jg60 .

dig . .
o _Irz(mq.e) T+ q T div,@
2.2.6 Intégrale de I'échange convectif - Partie 2
1§ = fiyh Te T
dig o - .0 .
—= Em TeXt T |:|+ h TeXt T dIVSe
an g g

Nous supposons que le coefficient d'échange thermique par convection et la température extérieure
sont indépendants du paramétre 1] .

d—; = J (On.8) Ty T+ (0 Tex.O)TF  hTy, T div,®

2.2.7 Bilan

Dans toutes ces expressions de dérivations d'intégrales, seule la dérivée lagrangienne de la

température est inconnue. Nous pouvons donc former une nouvelle équation variationnelle dont T est
l'inconnue.

JoPCh %T* +[ AOTO T# [hTT=
3
T _« . OT_«
—IQ D(pCp).OET - IQpdeIVBET
-[(mepn ¥ [a[ptoef T of@ OTf " o JEver T. T
- Ir3(Dh.6)(Text— T) T Ji.h (Tex— T)dive® T+ [ h (0 Tee 0) T
+IQ(DS.9)T*+ [, s dive T"
+Ir2(Dq.e) T J., o div@ T
La frontiere ['; de conditions aux limites de Dirichlet pour le calcul de T correspond au méme type de
conditions aux limites : T est imposée a une valeur nulle le long de cette frontiére.

2.3 Commentaires sur cette éguation

On peut remarquer que le premier membre de cette équation est, formellement, identique a celui de
I'équation variationnelle qui permet le calcul de la température. Il s'agit donc de résoudre la méme
équation, avec un second membre modifié.

La résolution de cette équation fournit la dérivée lagrangienne de T . Pour avoir la dérivée qui nous

intéresse, % il reste a accomplir la derniére opération :
ar .
—=T-01T.0
on
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2.4 Discrétisation en temps
La résolution temporelle va se faire en utilisant la méthode dite du 6 -schéma, comme pour I'équation

qui gouverne l'évolution de la température. Pour connaitre la grandeur a linstant t+ At, nous
poserons :

TP =T(t+At) et T~ =T(t)

gttt -1

La dérivée en temps s'approche ainsi par : — =
p pp p o At

A l'instant courant nous utiliserons l'approximation :
T=g1" +(1-q)1"

Nous appliquerons cette technique pour les principales variables du probléme : T,T,h,q,s. Tous les
champs a l'instant t étant connus, I'équation discrétisée en temps peut s'écrire :

IQpACtpT T +[ gADT O T J..an°T NE
Q%TT —J’ (1-g)aor ot I@ g)h T T
~[,PCp dive— 11 —IQD(pCp).BTA—_tT—T*

+[ ) [(GiDT v (v eiD]T‘@J [e]. T
+[Algor (= 6)or)p T 9
-[(@e)@ T+ @ a) o) T
~[,Adve[g T+ (= gp T T
+[ (80s™ (= g)psT)e T
+[_dive (8™ +(1-8)s7)T"
+fr2(9'Dq++ (t apa)et

of (8a* +(1-8)a")divee T"

+Ir3 Adiv®@ T

o sa-a)o ol 1} & e
+I (eh +{1-g)n )(QDTM+ (- Q)]Te§t)-9T*
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Le terme de flux d'échange convectif, A, prend deux expressions distinctes selon la dépendance de h
et Toyt Vis-a-vis du temps.

Si h et T, sontindépendants du temps, seule la température est a impliciter. D'ou :
Jih (T -6 T -(1-8)7")dive T°
Sinon, I'ensemble du flux subit le 8 -schéma :
_[rs[el,h+(Te;t ~T*)+(2-8)h(Tq -T ‘)] dive T"

Remarque :

On aura noté le désagrément d'avoir a traiter avec "les Dupond et Dupont du numérique”, a
savoir le @-schéma et la méthode ©... Pour garder la cohérence avec le reste de la
documentation du Code_Aster, nous avons choisi de conserver les notations 0 pour les deux
paramétres de ces méthodes. Dans la mesure ol c'est la "méthode” @ qui nous intéresse le

plus dans ce travail, le @ du "schéma" a été affecté d'un indice 1, comme "implicitation".
Espérons que cela aura été clair ...

Discrétisation spatiale

La discrétisation spatiale de cette équation est exactement calquée sur celle employée pour la
résolution de la thermique. Nous renvoyons a [R5.02.01] pour sa description.

Calcul du gradient du déplacement

Le probléme

Une deuxiéme étape nécessaire au calcul des gradients du taux de restitution de I'énergie est le calcul
du gradient du champ de déplacement par rapport a la variation du domaine. Nous reprenons
exactement les mémes conventions qu'au chapitre précédent pour le calcul du gradient de la
température.

Seuls certains chargements sont pris en compte. L'extension a d'autres types de changement se ferait
en suivant les principes qui vont étre énoncés. Nous nous placons dans le cas de I'élasticité linéaire

isotrope, en deux dimensions. La relation entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations est alors du type :

6= A e+k(T ~Ty J1d

Le domaine de calcul est noté Q7 ou n estle paramétre réel de pilotage des variations du domaine.
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Pour cette application, nous ne retenons que trois types de comportement au bord de Q.

rl” . frontiere a déplacement imposé
I'Zn: frontiére & "liaison uniforme"

rg . frontiére a pression externe imposée

ce qui donne I'équation variationnelle suivante :

IQ” o(u) : g(v) = Irg pv.n

avec :
u champ de déplacement
o(u) tenseur des contraintes liées au déplacement U
e(v) tenseur des déformations associées au déplacement V
p pression répartie sur le bord rg

3.2 Dérivation de I'équation variationnelle

Nous allons dériver les deux intégrales qui constituent I'équation variationnelle en appliquant le
théoréme de Reynolds (cf. Annexe 2 et [§2.2]).

3.2.1 Intégrale volumique
11 = [ o(u): g(v)
Du fait de l'isotropie du probléme, nous avons I'égalité des produits scalaires :
o:e(v)=0:0%v)

ou DS(V) est le gradient symétrisé de V.

L'intégrale et sa dérivée s'écrivent donc :
R Jor o(u): O%(v)

n d ’ I EU(U)D S(v)%[o(u): Ds(v)] dive
8 B

dn

Nous utiliserons la propriété de dérivation d'un gradient de vecteur, oi FT est une fonction tensorielle,
décrite en annexe 2 :

@j@: Ov- FTO @ 6)
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Nous avons :

O * U )
[o(u): 0°(v)d =6(u): 03+ o(u) O °(v)
8 8

=o(u): O3+ o(u):p°@ (3, o)
=6(u): 03~ o(u .FT@ S(M)] 9)

car les fonctions V sont supposées indépendantes des variations du domaine, donc V =0. Pour
calculer la dérivée point de O, nous remarquons que O est fonction de la déformation et de la
température :

o(u) = %é +%T

Dans le cas particulier de I'élasticité linéaire isotrope :

Q

(e,T) :/\e+k(T —Tref)ld
= A

=kld

Y&

dou: 6(u)=Ae+kTId

Il reste a exprimer la dérivée de la déformation €, a partir de son expression en fonction du
déplacement U.

= 1[Dulr O ut]

O
0 & EDDMDE

. 0
ug U
B
e:—[Du— FTO @ ) é} u ET( u, 6)
—[Du+D u [F‘II( w,+6) ET u, e)]
L'expression définitive de la dérivation de l'intégrale est alors :

d' IQZA[DWD u ]m Sty) %[A[FEF(DWr 6) OFm( u, Eﬂ)t]]i

+k T 1d: 0°(v) o(u): FT *() o)
+[G(u): Ds(v)] dive
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Intégrale surfacique
'3 =Ir” pv

d |3 Irsg)vg pv div,0

Par choix des fonctions V nous avons V =0. Nous supposons que la pression externe est
indépendante du paramétre 1] . Ainsi :

%).V§= [Dp.e]v

dd__.[ [Dpe]\ﬁ p div,® v

Bilan

Dans toutes ces expressions de dérivations d'intégrales, seule la dérivée lagrangienne du déplacement
est inconnue. Nous pouvons donc former une nouvelle équation variationnelle dont U est l'inconnue et
ou [v est le gradient symétrisé de V.

1 . St =
IQEA[Dw 0 o3 =y
1
IQE[A[FT(DUD 8) FI{ m, e)t” v
—J' kTIid:v
+[ o(u) :FT (ovD 8)
—J' [0 u): Dv]dive
Q
+Ir3[Dp.9]v
+.[r3 p div,@
Sur la frontiere [, le déplacement est imposé. Quelle que soit la position de cette frontiere, la
condition aux limites suit la matiére, ce qui entraine U =0.

Sur la frontiere 5, a liaison uniforme, les degrés de libertés sont identiques, mais libres : Uy =

constante par exemple. Il en est de méme pour la dérivée U.

Commentaires sur I'égquation a résoudre

Nous allons constater que, comme pour le probléeme en température, le probléeme a résoudre ici est
formellement le méme que celui de la détermination du déplacement U. La matrice est la méme. Seul
le second membre évolue.
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Si nous repartons de I'équation variationnelle initiale :
uj):€e\Vv)= V.N
Jool:e(v) = p
nous pouvons la transformer en utilisant les expressions de 0 etde O €.
u): Dw v
OB
o u+k(T—T )Id]:sz %
IQ[AS( ) ref .rr3 P
- cOve= - k(T—T )I v v
IQ [AE(U)] IQ ref ) 1d Ir3 p
1 t . . .
Comme s(u) = E[Dw u ] , hous retrouvons bien la méme expression au premier membre que
pour I'équation transformée.
4 Détermination du gradient des contraintes
L'étape suivante vise a déterminer le gradient des contraintes. Il sera calculé a partir de la
connaissance des gradients de la température et du déplacement.
Nous avons vu que dans le cas particulier de I'élasticité linéaire isotrope, & pouvait s'exprimer sous la
forme (cf. [83.2.1]) :
. 1 . .t 1 t -
o(u):EA[DwD 0 SAFH(@,+8) 10 u+e)| kTid
A ce stade, toutes les quantités a droite du signe = sont connues ; il n'y a plus qu'a faire un
post-traitement pour obtenir G .
De méme, sachant que :
——=0-Ua0,
an
la dérivée eulérienne des contraintes s'exprime en post-traitement des quantités précédemment
calculées.
Remarque :
| Cette phase de dérivation impose que le calcul ait eu lieu avec des éléments quadratiques.
5 Conclusion

Pour poursuivre ce travail, il reste a faire le calcul de la dérivée du taux de restitution d’énergie. Cela
est prévu dans une version ultérieure.

L'utilisation de cette fonctionnalité, prévue initialement pour la mécanique probabiliste, peut s'étendre a
d'autres domaines : optimisation de formes, identification.
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Annexe 1 Latransformation du domaine

La technique utilisée pour calculer les différents gradients au cours d’'une variation du domaine est celle de la
méthode dite « méthode @ ». Cette méthode a été mise au point pour le calcul du taux de restitution de

I'énergie G ; elle est décrite dans [bibl] et [R7.02.03]. Nous donnons ici les diverses expressions qui sont
utilisées dans ce document.

Le domaine de calcul de référence est noté Q. Il est transformé en un domaine noté Q”,ou n est un

parameétre réel. L'ensemble des transformations est représenté par les fonctions F7. Nous convenons que =
correspond a l'identité.

De maniére générale, les seules grandeurs qui nous intéressent sont les gradients exprimés au point de la
résolution. Ce sont donc les dérivées par rapport au paramétre 1] exprimées pour ) = 0. C’est pourquoi, pour

alléger les notations, dans tout le document nous écrivons :

o

— au lieu de
n

HEss

|:’7
an

Le champ de vecteurs est noté 0.

Nous utiliserons les grandeurs déduites suivantes :

«  champ scalaire div@, divergence volumique, et div°®@, divergence surfacique,
+ tenseur 6.

Annexe 2 Formulaire

Nous allons rappeler ici, les principales formules utiles aux calculs de dérivation. On se reportera a [bib1] pour
leur démonstrations.

Soit ¢( , M) un champ quelconque. Nous notons :

#(n.M)=0(n,F"(m))

17/
Dérivée lagrangienne : ¢ = d_?i]_
-1
: d(D Fn) y 5(5 Fr') d(detDF’?) _
Propositon 1.+ (1) =5~ = 08 (if) =5 *—=-08 (i) =, — =dive

o
Proposition 2 : (i)¢ = % + g0

¢ est la dérivée lagrangienne pour le mouvement F

—— est la dérivée eulérienne

an
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+ si ¢ estunchamp scalaire,
(@O est un produit scalaire, ce qui donne

o9 op

_ + _

on % oX
+ si ¢ estunchamp de vecteur, [J¢ est un tenseur, ce qui donne :
é'¢. z ﬁd).

e si ¢ estuntenseur, la méme formule appliquée a chacune des composantes du tenseur donne :

99; 99; j
i = an +; o"xka‘

Remarque :

L'expression analytique de cette formule est la méme en 2D plan ou 2D axisymétrique. En effet, le
terme complémentaire de [J§ si ¢ est un vecteur est ¢r /r. Il serait & multiplier par la composante

orthoradiale du vecteur O ; celle-la étant nulle, il 'y a aucune modification de I'expression. On passe
donc de la formule 2D plan & la formule 2D axisymétrique par I'analogie formelle (X, y) = (r, Z) .

Proposition 2 : (ii)(D¢)= 0 ¢ Ft( @, 9)

L'opérateur FT est I'opérateur matriciel qui s’apparente formellement au produit matriciel.

« si ¢ estunchamp scalaire, en 2D plan :

En partant de I'expression (Zi) et en la dérivant par rapporta X :

op o I
R R )

a¢ aqu 00 Ip
X oxah oxox 9’5

op_0 ¢, 006 9% 9%
K oxan o Tk ok okay oy o

d6,
SR TR LR

En appliquant la formule (2.i) aux trois premiers termes de cette somme, nous avons :

%I:I

20 _

2 0998, , 99 98,
ax

90, ¢
x% ox dx dy dx

E"%ﬂ
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La méme technique utilisée en dérivant (2.i) par rapport a Y permet d’'établir :

EW’D Dﬁfﬁﬂ ¢d9x _¢_YD
Co0_Bak ot
PP P00 0p 08, o 9,0
o¥g OO Box & © oy oy O

@]}p@: O¢- FTO ¢ 6)

« si ¢ estun champ scalaire, en 2D axisymétrique, son gradient en 2D axisymétrique vaut le vecteur :

op  0p
O¢= —e+ P
Le point de départ est encore I'expression (2.i) :
op op P
¢ = 0_0 +Eer +EQZ
En dérivant cette formule par rapport a  ou a Z, nous retrouvons formellement la méme expression
20 plan, pour les % 42
gu’en 2D plan, pour les termes en ar e %
D’ou I'expression :
-, 0
¢0 o0 WG = 9996 0
JorD_Forg por or © 97 ar
@D P9 P¢96 , 9¢96,
Hoz [ UozU Uar 9z 0z 9z U

Résumé pour un scalaire :

109004 < 09 96,
%ﬂxi %_ 0 X; ;dxk 0 X;

aveci etk D{X,)} ou {r,z}

« lorsque ¢ est un vecteur ou un tenseur, nous appliquons le méme raisonnement a chacune de ses
composantes en coordonnées cartésiennes :

de % Ddx 0 = O O

g
E¥9¢J|D DMJ'E 99106,
Eé’x % 09 X; = OX¢ 0%

avec i, |, Kk, 1 D{X,)}

e pour un vecteur ou un tenseur en axisymétrique, il faut tenir compte des particularités du gradient.
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Nous avons en effet :

7]
09, 0 d%%
g o g
o - O
¢ :¢rer +¢zez (1] :q’ B) T 0 0
[V, 99, 0
Hao © atH
0p;
Les dérivations des termes en W s’obtiennent comme vu précédemment. Il faut désormais
i
appliquer I'expression (2 I) au terme central —
. ,;g:g d@‘iﬁ ,;g:g
[, O_
are
0 O a%@
- Db 0_104, 190, _¢r9 100,
%r % r o”r] r or r oz

La dérivée eulérienne de — est nulle par construction. Les termes 1, 3 et 5 de la somme sont
r

I'expression (2.i) appliquée a @, . Ce qui donne :

|

P
|
N
S
s

-

D’ou I'expression

B

O“|;Q,O

20,1
0z ]
O
20,
O
z
dzE

O
Q
=

&
Q
&
&

g',’f

-

~ |3

o
i

oy

OO
)
-
)
N

0, 06, 0. 9, . Ob: 06 0. 06,
qor or oz or or oz 0z oz
_ 0 _ ¢r9r 0

O 2
b, 06 08,06, 99,06 0, 06,

o & oL or oL oL o oz

I
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Proposition 3 (théoréme de Reynolds)

Avec | =IQ,,¢ d Q , Q7 domaine de RS

()L =[ (¢ +¢ dive)dQ

o
d
d—-IQ dQ Im¢ends

Proposition 4 :

Avec J" =IS,,¢ ds, sl surface de R3 et en notant N la normale extérieure a S :
(.)— _L[qs +¢ div,8] ds

Annexe 3 Commutativité des dérivations lagrangienne et
temporelle

Proposition :

QI:I
NE

=
m O

29 _
at

Preuve :

Pour la transformation F7, nous posons classiquement :

#(n.M.t) =9, F1(M),1)
Par définition, la dérivée lagrangienne vaut :

0
o(m.0)=5-

Dans le cas ou la transformation appliquée est la méme a chaque instant, l'instant, t, et le paramétre de la
transformation sont indépendants I'un de I'autre. Les dérivations par rapport a t et/] peuvent donc commuter.

a¢ omp 0 o0

= 5 o 1= a 20 O.0)

H

=%§¢('7,F”(M),t)g

0 090 [ﬁ¢m
“onHa H ey
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Annexe 4 Mise en ceuvre numeérigque

19/01/00
19/32

A4.1 Calcul du gradient de température

A4.1.1 Principe général

Nous avons vu au [82.2] que I'équation & résoudre est la méme que celle qui gouverne le calcul
thermique, au second membre pres. Cela nous incite a insérer le calcul de la dérivée de la température
dans le calcul de la température elle-méme (opérateur THER LI NEAI RE). Il sera ainsi possible a
chaque instant de réutiliser les matrices assemblées et de traiter tous les chargements du probléme

thermique.

A4.1.2 Algorithme global

Plus précisément, les calculs de T et T s'imbriquent de la maniére suivante :

+ Initialisation du champ de températures T , et de son gradient, T , avec deux possibilités :

- mise a zéro
- reprise d'un champ précédemment calculé
* Boucle en temps :
1) Calcul des matrices élémentaires, puis assemblage
2) Calcul du second membre de I'équation de la thermique
3) Résolution

A ce stade, on connait T, et T,; . On peut enchainer sur le calcul de T.

4) Calcul du second membre du calcul de T

- terme d0 a la source thermique et aux conditions aux limites de flux

- terme d0 a la dérivation de I'équation

- terme dd a la méthode d'implicitation. On utilise le méme programme que pour

le calcul de T, en ayant remplacé le champ T par le champ T

5) Résolution du systéme pour connaitre la nouvelle valeur de T
6) Bascule des valeurs de T, et T ., dans T, et T,

A4.1.3 Conditions aux limites de Dirichlet

Partout ou on a des conditions aux limites de Dirichlet sur le probléme thermique, on retrouve des
conditions aux limites de Dirichlet pour le calcul de T. En ces points, T étant imposée, T est

indépendant des variations du domaine :

T,
an
Comme nous avons la relation :
. dr
T=—+0T.0
an
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nous en déduisons les valeurs des conditions aux limites de Dirichlet :

Tdi = [Te0
Cette valeur est donc calculée en chaque nceud de la frontiere ' .

A4.1.4 Détail des différents termes du second membre

19/01/00
20/32

Nous allons regrouper sous une méme intégrale les termes obligatoires dus a la dérivation de
I'équation, puis examiner chacun des éventuels changements. Le résultat sera écrit sous la forme de la
contribution du nceud 1 au point de Gauss pPg I'élément courant dans le calcul des intégrales par la

formule de Gauss, sachant que toutes ses contributions sont a cumuler.
Terme d0 ala dérivation

Il faut calculer la contribution de :

| = |1+|2 +|3 +|4 +|5 +|6 +|7 +|8,avec

=~ (L-a)r o771
L

|3 :IQ—divepCpTT

4 :IQ—D(pCp),e TJrA;tT_T*
|5:IQ/\[(9iDT++ (1_ QD]TD) [B]. *
lg = [, (GiDT++ (+ QID]T—[)[ T e]
7= f,-(0 e T+ @ g o) T
lo = [Advelo 0T (= gpTe] T

« Calculde Iy

En régime stationnaire, ce terme n'existe pas. En transitoire, on aura exprimé T_, dérivée
lagrangienne de T a linstant précédent aux points de Gauss. pCp est supposé constant par

élément. D'ol la contribution :

PCy . _ :
I1,i,pg :A—tp T (pg) ul (pg) wpg
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« Calculde I,

En régime stationnaire, ce terme n'existe pas. En transitoire, on aura exprimé le gradientde T aux
points de Gauss. A est supposé constant par élément. D'ou la contribution :

oui
12,09 = (1- 6)}\Z(DT )pg‘jgjwpg

« Calculde I3
En régime stationnaire, ce terme n'apparait pas. pCp est supposé constant par élément.

dive, T" et T~ auront été calculés aux points de Gauss comme rappelé en annexe 5. D'oll la
contribution :

I3i,09 = —%dive(pg)(T+(pg) -7 (pg))ui(pg) @

« Calculde Iy
pCp est supposé constant par élément. Son gradient est donc nul par élément. D'ou :

I4,i,pg =0

« Calculde Ig
A est supposé constant par élément. OT [ T~ & O auront été calculés aux points de Gauss.

On commence par calculer la quantité 80T *+ (1— QD] T . Le résultat est un vecteur dont les
composantes au point de Gauss sont :

= i2[6}T+(i) +(1—6})T (i) gl:ql(pg)

Le produit tensoriel contracté ABO s'écrit : (ADG Z Al B

E |-(AD6)—A69X'Ade'A Z etc, d'ou la formule :
xemple : < At Ayt Aoy etc, d'ol la formule :
oui
I5,i,pg ;ADG ( )@(k(pg)
En 2D axisymétrique, le produit ABO s'écrit :
06, 06, 26,
(ADe)r: Arj + A E g
06, 06, 9
(AT),= Aré# F AT Ry
(ADe) = Ang
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Ici, la composante Ag est toujours nulle. Nous retrouvons donc la méme expression qu'en
coordonnées cartésiennes 2D.

Calcul de g
A est supposé constant dans I'élément. OT (] T~ et div auront été calculés aux points de
Gauss. Le vecteur 80T ™ (1- QD] T~ sera not¢t A, comme précédemment. Le produit

tensoriel contracté [IT{] 0 asur le noceud courant i pour composante :
i
(ort e)LE ;m—j(p@) ;1

A, 08, A, 08, A, \d6,
—(|og)—o.5(-’L —(pg)—o% E(pg)—

Ex : (DTE e)ii EY 0)/ EY

d'ou la formule :

loi.pg = ;Ak(pg)(DT*D 6), - @pg

Comme pour lintégrale précédente en 2D axisymétrique, la composante Ay est nulle.
L'expression est donc la méme en 2D cartésien ou en axisymétrique.

Calcul de 15
A est supposé constant dans I'élément. Son gradient y est donc nul. D'ou :

|7,i,pg =0

Calcul de Ig

A est supposé constant dans I'élément. OT *[J T~ et div auront été calculés aux points de

Gauss. Le vecteur 00T ™+ (1- QD] T estnoté A, comme précédemment. Nous avons alors :

du.
lg pg = A dive(pg) 2 Ak(pg)@(—;(pg) am

Terme source d'énergie

Nous calculons les deux intégrales :

*

I, = [ dive(gs™ +(1-g)s7)T
= [ (a0s™ (= g)is7) o7

s" et s” sont connus aux points de Gauss. divB a été calculé au point de Gauss. D'ou la
contribution :

111,09 = Av8(pa)(&s™ (pg) +(1 - )s™(pg))ui (o) ey
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La source S étant constante par élément, son gradient est nul. D'ou :

I2,i,pg =0

Terme des conditions aux limites de flux imposé

L= [ (80" +(-8)a”) div,0 T"

q+ et  sont connus aux points de Gauss. div(e) se calcule au point de Gauss.

I1i.pg =607 (pg) +(L ~6)a™(pg)] xcivs8(pg)ui (pg) g

Remarques :

Le calcul des 091- 10X, se fait aux points de Gauss de I'élément de bord, par exemple sur un

segment pour un calcul 2D. Or sur ce segment, on ne connait que les dérivées curvilignes des
fonctions de forme, c'est-a-dire les dérivées tangentielles. Il faut donc calculer au préalable les

guantités dej/dxk en se basant sur les éléments de volume et cela aux noceuds des

éléments de bord. Ensuite, on évalue leurs valeurs aux points de Gauss de I'élément de bord
avec les fonctions de cet élément de bord.

L'expression est la méme en 2D axisymétrique qu'en cartésien car le terme complémentaire
de E@G,T, se trouve multiplié par la composante orthoradiale de la normale n. Or cette

composante est nulle.

1, =Ir2(e,mq++ (- g )er”

g est supposé constant par élément. Son gradient y est donc nul. D'ou :

Termed

I2,i,pg =0

es conditions aux limites d'échange convectif

Si h et T,y sont indépendants du temps, nous calculons I'expression suivante :

I= _Ir3(l_6')h T +IF3 h(Text sCAN _(1 —Q)T _)divseT*

Ce qui donne :

lipg = [(L-8)n T (pg) +
h(Tex -6 *(p0) - (1 -8)T~(pa)) xdiv,6(pg)u; (pg) g

Si h ou T,y sontindépendants du temps, il faut alors calculer :

| = —Ir3(1—6,)h_T_T* +

+J’r3[9,h+(Te;t ~7*) +{L-@)h(Tor -7 7] div.oT"
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I;,pg = [@-a)n 7 (p)
+[an* (T ~7*(0)) +(2 -0 ~(Tea T (po))
dive(pg)ui (pg)wpg

X

Les mémes remarques qu'au paragraphe précédent s'appliquent au calcul des quantités dej /0 X -

Les deux intégrales faisant intervenir [Jh et] T, sont nulles, dans la mesure ou h et Tg,; sont
supposés constants par élément.

A4.2 Calcul du gradient des déplacements et des contraintes

A4.2.1 Principe général
Comme pour la thermique, le calcul du gradient de déplacement est inséré dans le calcul du

déplacement, c'est-a-dire I'opérateur MECA STATI QUE.

Ensuite le calcul de O et —— se fera en post-traitement, dans les commandes CALC_ELEM et

on
CALC_NO

A4.2.2 Conditions aux limites de Dirichlet et de liaison uniforme

Rien n'est a faire pour ces deux types de conditions aux limites. Leur traitement est assuré par le
fonctionnement standard du calcul de mécanique statique linéaire.

A4.2.3 Détail des différents termes du second membre
Nous allons regrouper sous une méme intégrale les termes obligatoires dis a la dérivation de

I'équation, puis examiner chacun des éventuels chargements. Le résultat sera écrit sous la forme de la
contribution du nceud 1 et du point de Gauss Pg pour I'élément courant.

Terme d0 a la dérivation

Il faut calculer la contribution de :

| =% IQ[A[FT(DUD 8) Fr{w, 9)t]]3 Y
—J'Qk TId: O
Jootu): FT(DSVD G)
- [ [otw) : 0v] dive

ot %V est le gradient symétrisé de V soit %(D\ﬁ- U vt).

Pour mettre en forme cette écriture symbolique, nous allons partir de la forme analytique décomposée
et écrire les dérivations sur les termes scalaires.
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On se souviendra (cf. [83.2.1]) que cette intégrale est issue de la dérivation de :
. S
J'Q,, o(u) : O%v
et que nous l'avons décomposée en :
- D ) D .
J. [o(u): DSV]dIVGI' Ia(u) 10 v, o(u): O%v
Q Q E E Q
Nous commencons par expliciter la premiére intégrale car cela va permettre de mettre en place les

différents termes selon le mode : plan ou axisymétrique.

»  En déformations planes :

o v, N[O
o: 0% 0,2+ g,—+ 0,02+ —2L0
XXd( yyéy XyDW d(lj

La divergence du champ 0 est une donnée, calculée aux points de Gauss.

Le tenseur des contraintes O‘(U) est connu aux points de Gauss. Le tenseur [lv est connu.
D'ou les contributions :

0\ 0
1500 =~ (P) 5+, (pa) 5 iv(E)(po)

l1i,pg,y = _E&y(pg)% +0yy(pg)%§div(e)(pg).w

Le terme de la deuxieme intégrale se décompose en :

D ]
D&'v ED"V Eﬁv +0AD
IQ XX%@X% WD D UXVEDo"y ax o

H

Il suffit alors d'utiliser les formules démontrées en annexe 2 pour la fonction FT et d'établir
I'expression suivante, sachant que V, = Vy =0:

O

_ [Bv, 986, +dv 26,0
IQ XXDo”x ox dy o”x%
[ﬁv 76, dv, 06,0
+ D
é'x ay é'y 2y [
Dﬂv 26, v, 98, Jdvy, g8, Ivy, 06,0
o + Yy + B
yDo"x dy dy dy Jx dx dy dxp

+U
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En répartissant sur les fonctions de forme, nous avons :

0 g6, _ 96,y O 96, 96,0, O

200 = 4P o oy Hox * o o TP o Hay B
M e o6, O 96, 6,00

"2ivay = THIw 3 "% o Hac T 3y T Tax Hay H v

La troisieme intégrale vaut :

O'- %4_0— ﬂ_{_o- E,Wﬂ_kﬂg
IQ ax Wy Mooy 9xO

Dans le cas élastique isotrope, nous avons :

_ du ouy
Oxx _Al d; +/\2 dy +k(T _Tref)

Ju de
axx +A, 3y (T ~Tret )
Ju

B < é'uy
O, _AZ Jx +/\2 dy +k(T _Tref)

[Bux (?UyD
—=+——[1
00y dx [

Oy =N\,

[(Du, 96, +dux 26,0 Eﬁuy 206, +0"Uy 593,%
2Ddx dy dy 9y

19/01/00
26/32
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Comme il a été vu au [§3.2], les termes en U, et lJy sont au premier membre. La méme

technique de dérivation appliquée a Oy, 0y, et Oy incite a poser la notation LAGUGT pour

I'expression %/\[FT(DUD 9-) FH:( w, e)t]

AD?ud@eruﬁ@SJrAEﬁUydexdu
'k & o oxp gk &y & &
(Bu, 96, ou, 96,0  [Buy 9o, o
LAGUGT(2)= A, = + Yo AL G X+
@) Zaxax aydxalmdxay & o

ou

96, 6, 00 Eﬁu 96,
LAGUGT(3)= A, w“ 4 M A, ot S

D+
@<0'5< & oxp Dd(ﬁy & o
uau&'e o"ude dJo"9 dUd@yD

0
Ddxéy Wﬂy X Wﬁxm

LAGUGT(1) =

I I I R

LAGUGT(4) = % g

ce qui donne :

Oy = /\l%ﬂ\z% —LAGUGT(1) +kT

Oy :/\2%”\1% -LAGUGT(2) +kT

J,, —/\Z%H\Z% —-LAGUGT(3) +kT
Oy 1/\3?"‘—#9“;5 - LAGUGT(4)

Oo% &g

La contribution au second membre est donc :

13 pgx = @LAGUGT(l) kT]— +LAGUGT(4) 2L [wpg

é\/i : i
l3i.pgy = B_AGUGT(4)E +[LAGUGT(2) —kT]WHupg

« En 2D axisymétrique

L'expression de départ est :

o 0% o WH o d\lz+ Ogo T+ G @mH WZ@
. rr or 7z & 06 r rz & or
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Nous retrouvons donc la méme écriture formelle qu'en 2D plan, augmentée d'un terme

complémentaire :

O V;

Il,i,pg,r = g (pg)_"'arz(pg) % +099 pg g}llv
0 ov; o‘\/ H

l1i,pgz = H’rz(pg)?"'azz Pg EE"V

La deuxiéme intégrale se décompose en :

EWr U [WZ U Ve H [Wr 5\72 U
IQ O %?E"' Oy EEE"' Opg Er_E-l- Oy, %E +WE

En annexe 2, nous avons établi les expressions de chacune des dérivées lagrangiennes. Il suffit
de les reporter ici, en les triant par type de composante :

O d6, 06, [w; 0O 26, 00, [y,

I2,i,|Og,r = _ﬁrr O, o E_ grr dr Oy & E_

6 O
+ Ogo _;Vr gOidS
r

(0 06, 06, v O 96, 06, ov; O

|2,i,pg,z:_ zz?"' P B_ gjzz 02 Oy, or E_Bw

La troisieme intégrale vaut :
o, LTSN TR (v, +0'*\/Z O
IQ . T0z o 60 r rz%dz é‘rE

Dans le cas élastique isotrope, nous avons :

ou, oJu, Uy

O =Ny —— or AV R 07 /\ZT"'k(T ~Tref
du, ou, u
AT TR s /\ZTr+k(T —Tref)
ou, au, U
Tgo =N 5t N2 5~ /\17+k(T _Tref)

l/\ ?ur odu, @
2300z  or

ot Aq,N\,,/\ 4 valent comme précédemment.
1 2 3 p
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Le détail du calcul de drr donne :

. Dé'u Eur%
o Al? e g
= Al%gﬂ\z%gﬂ\zgi% KT

_A [Pu, 96, du 26,0 A [Pu, 96, +du 26, urGrD
1Har ar oz arE_ ZHdr oz 9z dz 2 B

En reprenant I'équivalent axisymétrique de LAGUGT :

26, , &, 96,C %6, , 2, 96, u.f
LAGUGT() = A, 2, o

A A
T o "o o B+ o o ‘o a
96, 6, u.6 26, 20
LAGUGT(2)= A, ur %0 M 96, ub 0, [, 96 A,

A2Harar oz or 1Haraz o o
U, 96, du, 96,

2
r
du, 36, o“u 06,0 . [u6
LAGUGT(3) = AZH&r Py dz . + > o dz dzHH\l ;Zr
ou, 96, du 76, o‘U 26, du 96, 0
LAGUGT(4) = A3Har pe az Py dr Py az drH

nous avons la méme expression symbolique :

7

. i _
Gy = Alj +A, ;Z +A, Tr -LAGUGT(2) +kT
Al A u .
J, =N\, ?r +/\1§Z +A\, Tr -LAGUGT(2) +kT
A 2y u .
Ggg =N\, Wr +A, EZ +/\1Tr —LAGUGT(3) +kT

_1
/\3% ar E_ LAGUGT(4)

La contribution au second membre est donc :
: d/i -1 Vi
I3ipgr = @LAGUGT(:L) - kT] o +[LAGUGT(3) —kT] T
N; [
+ LAGUGT(4)E'Ba)pg
o 1 OV,
l3i pgz = @AGUGT@)?' +[|_AGUGT(2) - kT] Eﬁwpg
Terme du chargement en pression

I, = J'r3[Dp.9]v+ pdiv,®v
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Le chargement en pression est supposé connu, donc le tenseur qui exprime son gradient est calculable

facilement :
[0 py é'pxg
= @p, dpyO
Bo”x yE
0
EﬁpX@(_l_ pXG)/E
Op. &
P py apy, O

ﬁ
Y
+

2’\

é'px

oy N AT
H’ Aax X oy ey

Le calcul du terme divg8 se fait comme dans le cas de la thermique. D'oi les contributions :

l1i,pg.x = E}?j (pg)&(p9)+%(pg)9y(pg)+ b (Pa)div,8(pg)]ui- g

5
[Op.6]= [ o

l1i,pgy = é‘%(pg)&(pg) +%(p9)9y(p9)+ p, (pg) div,8(pg) ui g

En 2D axisymétrique, le gradient de P comporte un terme complémentaire en Pr/r. Cette
composante serait & multiplier par la composante orthoradiale du champ 0. Celle-la étant nulle, il n'y a
pas de contribution particuliere et nous utilisons donc formellement la méme expression qu'en 2D
cartésien.

A4.2.4 Passage au gradient des contraintes

Connaissant la dérivée lagrangienne du champ de déplacement U et de la température, nous
calculons la dérivée lagrangienne du tenseur des contraintes par (cf. [84]).

:%A[DWD uq %A(F‘II( W, +8) BT u,+e)t) kT Id

Les expressions analytiques des différentes composantes du tenseur 0 ont été vues au paragraphe
précédent. Il suffit de les appliquer en post-traitement.

A4.2.5 Calcul de la dérivée eulérienne des contraintes

La derniére étape du traitement est la conversion lagrangien/eulérien pour la dérivée du tenseur des
contraintes. Il suffit d’appliquer la formule :

Jo .

—=06-Uo00

an
Comme le vecteur B n'a pas de composante orthoradiale, 'expression du produit [0 O est la méme
en 2D plan ou 2D axisymétrique. Nous avons ainsi :

00 ‘?Ui,j

HTH %ii ~ IJ@”&yW
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