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Modélisations THHM. Généralités et algorithmes

Résumé

Les modules THMdu Code_Aster sont ceux qui traitent les équations de la mécanique des milieux continus en
utilisant la théorie des milieux poreux éventuellement non saturés et en considérant que les phénomenes
mécaniques, thermiques et hydrauligues sont complétement couplés. Nous présentons ici les équations
d’équilibre, ou équations de conservation résolues par ces modules. Nous donnons une définition des
contraintes généralisées et déformations généralisées, permettant de définir de fagcon assez générale ce qu’'est
une loi de comportement THM- du moins ce que les modules considérés considérent ainsi - et permettant de
traiter les équations non linéaires exhibées dans le cadre des algorithmes de I'opérateur STAT_NON_LI NE.
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Introduction

Les modules THM du Code_Aster sont ceux qui traitent les équations de la mécanique des milieux
continus en utilisant la théorie des milieux poreux éventuellement non saturés et en considérant que les
phénomenes mécaniques, thermiques et hydrauliques sont completement couplés.

Nous présentons ici les équations d’équilibre, ou équations de conservation résolues par ces modules.
Nous donnons une définition des contraintes généralisées et déformations généralisées, permettant de
définir de facon assez générale ce qu’est une loi de comportement THM- du moins ce que les modules
considérés considérent ainsi - et permettant de traiter les équations non linéaires exhibées dans le
cadre des algorithmes de I'opérateur STAT_NON LI NE.

Les lois de comportement THMa proprement parler ne sont pas développées dans ce document, mais
dans le document [R7.01.11].

Les phénomeénes chimiques (transformations des constituants, réactions produisant des constituants
etc...), de méme que les phénomeénes radiologiques ne sont pas pris en compte a ce stade du
développement du Code_Aster. Les phénoménes mécaniques, hydrauliques et thermiques sont pris en
compte ou non selon le comportement invoqué par l'utilisateur dans la commande STAT _NON LI NE,
selon la nomenclature suivante :

Modélisation Phénoménes pris en compte

KIT HM Mécanique, hydraulique avec une pression inconnue

KIT HHM Mécanique, hydrauligue avec deux pressions inconnues

KIT THH Thermique, hydraulique avec deux pressions inconnues

KIT THM Thermique, mécanique, hydraulique avec une pression inconnue

KI T_THHM Thermique, mécanique, hydraulique avec deux pressions inconnues

Le document présent décrit les lois de conservation pour le cas le plus général dit THHM Les cas plus
simples s’obtiennent a partir du cas général en annulant simplement les quantité absentes.

Présentation du probleme : Hypotheses, Notations

2.1

2.2

Dans ce chapitre, on s’attache principalement a présenter le milieu poreux et ses caractéristiques.

Description du milieu poreux

Le milieu poreux considéré est un volume constitué d’'une matrice solide plus ou moins homogéne, plus
ou moins cohérente (trés cohérente dans le cas du béton, peu dans le cas du sable). Entre les
éléments solides, on trouve des pores. On distingue les pores fermés qui n’échangent rien avec leurs
voisins et les pores connectés dans lesquels les échanges sont nombreux. Lorsque I'on parle de
porosité, c’est bien des pores connectés dont on parle. A l'intérieur de ces pores se trouvent au plus
deux constituants présents au plus sous deux phases. Le systeme est considéré comme fermé.

Notations

Les grandeurs associées a un constituant ¢ présent sous une phase p sont notées ch. L'indice du

composant ¢ peut varier de 1 a 2 et celui de la phase également.
Le milieu poreux & I'instant actuel est noté Q, sa frontiere dQ , et il est noté Q,,0Q, a linstant initial.

n désigne la normale en un point de dQ, image de la normale n,a0Q,. Nous noterons d(aQ)
(resp d(aQO)) I'élément de surface de 0Q (resp 0Q,).
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Le milieu est défini par :

e des paramétres (vecteur position X, temps t),

» des variables (déplacements, pressions, température),

« des grandeurs intrinséques (contraintes et déformations, apports massiques, chaleur,
enthalpies, flux hydrauliques, thermique...).

Pour la phase solide, on fait I'hypothése des petits déplacements.

Les différentes notations sont explicitées ci-apres.

2.2.1 Variables descriptives du milieu

Ce sont les variables dont la connaissance en fonction du temps et du lieu permettent de connaitre
compléetement I'état du milieu. Ces variables se décomposent en deux catégories :

» variables géométriques,
e variables d’'état thermodynamique.

2.2.1.1 Variables géométriques

Dans tout ce qui suit, on adopte une représentation lagrangienne par rapport au squelette (au sens de
[bib1]) et les coordonnées x =xs(t) sont celles d'un point matériel attaché au squelette. Tous les

opérateurs de dérivation spatiaux sont définis par rapport a ces coordonnées.

I

Les déplacements du squelette sont notés u(x,t) =, 0
.

2.2.1.2 Variables d’état thermodynamiques
Les variables thermodynamiques sont :

» les pressions des constituants : étant donné que nous considérons qu’il y a au plus deux
constituants, il y aura au plus deux équations de conservation de la masse, et donc par dualité
au plus deux variables de pression,

« latempérature du milieu T (x,1) .
2.2.1.3 Champs descriptifs du milieu

Les inconnues principales, qui sont aussi les inconnues nodales (notées U(x,t) dans ce document)
sont :

* 2 ou 3 (selon la dimension d'espace) déplacements U, (x,t),u,(x,t),u,(x,t) pour les

modélisations KIT_HM KI T_HHM KI T_THM KI T_THHM
+ latempérature T (X,t) pour les modélisations KI T_THH, KI T_THM KI T_THHW

deux pressions P, (x,t),p,(x,t) pour les modélisations KI T_HHM KI T_THH, KI T_THHM
« une pression P, (x,t) pour les modélisations KI T_HM KI T_THM

Manuel de Référence Fascicule R7.01 : HI-75/01/001/A



COde_AStel‘ ’ Version 5.0

Titre : Modélisations THHM. Généralités et algorithmes Date : 22/06/01
Auteur(s) : C. CHAVANT clé: R7.01.10-A Page: 6/36

2.2.2 Grandeurs

Les équations d’équilibre sont :

la conservation de la quantité de mouvement pour la mécanique,
la conservation des masses de fluide pour I'hydraulique,
la conservation de I'énergie pour la thermique.

Les équations d'équilibre font intervenir directement les contraintes généralisées. Les contraintes
généralisées sont reliées aux déformations généralisées par les lois de comportement. Les
déformations généralisées se calculent directement a partir des variables d’état et de leurs gradients

spatiaux

temporels.

Les lois de comportement peuvent utiliser des quantités annexes, souvent rangées dans les variables

internes.

Ces quantités ne sont pas décrites dans ce document qui ne traite pas des lois de

comportement a proprement parler.

2.2.2.1 grandeurs caractéristiques du milieu hétérogéne

La porosité eulérienne : ¢ .
Si on note Q¢ la partie du volume Q occupée par les vides dans la configuration courante,

ona:

Q,
=—* 6q 2.2.2.1-1
Q

La définition de la porosité est donc celle de la porosité eulérienne.
La saturation de la phasep: S” .

Sion note QP le volume total occupé par la phase p, dans la configuration courante, on a par
définition :

Qp

gP=="_
Qg

6q 2.2.2.1-2

Cette saturation est donc finalement une proportion variant entre 0 et 1. Dans les équations de
bilan, il est clair que c’est le produit de la porosité par la saturation ¢S P qui va intervenir. On
peut donc légitimement se demander pourquoi ce n’est pas cette quantité qui est prise comme

inconnue. La réponse vient de ce que c'est la saturation S’ qui intervient plus simplement
dans les lois de comportement.

La masse volumique eulérienne du constituant ¢ dans la phase p : pcp .

Si on note MCp la masse de la phase p du constituant ¢, dans de volume Q du squelette dans
la configuration courante, on a par définition :

MP =, p"dQ" = PSPAQ. = PSPHdQ
¢ = Jor P fo, peS7dQy = [, pCSTH 6q 2.2.2.1-3
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La masse volumique de la phase p est simplement la somme des masses volumiques de ses

constituants :
P — p
p"=> p
C

La masse volumique homogénéisée lagrangienne : I .
A l'instant courant, la masse du volume Q ,M, est donnée par :

Ma = o, rd<, éq2.2.2.1-4

2.2.2.2 grandeurs mécaniques

- Le tenseur des déformations £(u)(x,t) = %(Du+T Du),

Le tenseur des contraintes qui s’exercent sur le milieu poreux : O .

Ce tenseur se décompose en un tenseur des contraintes effectives plus un tenseur de contraintes de
1 1
pression 0 =0 +0p1 . O et 0, sont des composantes des contraintes généralisées. Ce découpage

est finalement assez arbitraire, mais correspond tout de méme a une hypothése assez communément
admise, au moins pour les milieux saturés en liquide.

2.2.2.3 grandeurs hydrauliques

Les apports massiques en constituants mcp (unité : kilogramme par metre cube). lls

représentent la masse de fluide apportée entre les instants initiaux et actuels. lls font partie
des contraintes généralisées.

P = p P _AP p
M =JpPS " —pg oS o éq2.2.2.3-1

Les apports massiques permettent de définir la masse volumique globale vue par rapport a la

configuration de référence: I =1, +m, +m, +m,, ol I, désigne la masse volumique

homogénéisée a I'état initial.
Les flux hydrauliques :

ch (unité : kilogramme/seconde/metre carré) en représentation eulérienne

MCp (unité : kilogramme/seconde/meétre carré) en représentation lagrangienne

On note v! la vitesse du constituant ¢ dans la phase p, J le Jacobien de la transformation matérielle

et v, la vitesse du squelette. pfo, ¢0, S Py désignent les masses volumiques, la porosité et les
saturations a l'instant initial. Par définition :

w? =p2s°(v? - v,) 6q2.2.2.32
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La forme lagrangienne de w! notée M est obtenue en écrivant :

M/ n,d(0Q,)=w’nd(0Q) 6422233

Les variables m;,M, et m, M, se rapportent chacune a un constituant de masse conservative.
On pose par principe :

—ml 2. — vl 2
I"nl_ml-i-ml ' Ml_Ml-l-Ml
— ml 2 . — 1wl 2
m2_m2+m2 ' M2_M2+M2

Ce que nous écrirons :

— phase
mconstituant - mconstituant
nb phasedu
constituant
M ) = Z M phasg
constituant constituant
nb phasedu

constituant

Dans les applications, on pourrait par exemple avoir :

2 constituants : air et eau
2 phases pour I'eau
1 phase pour l'air
On aurait alors : mll et Mi : apport de masse et flux d’eau liquide
ml2 et Mf : apport de masse et flux de vapeur
mé et Mé - apport de masse et flux d’air sec

mZ et M5 : inexistants
e Les pressions :

Puisque nous considérons qu'il peut y avoir deux constituants autres que le solide, il y a deux
équations de conservation de la masse, et donc deux multiplicateurs associés, c'est-a-dire deux

pressions P,etpP,. Aucune hypothése n’est faite sur ce que signifient ces deux pressions p,etp,.
Cela dépendra des lois de comportement et de la fagon de les écrire. Par exemple on peut choisir :

p,=pressioncapillaire (p(gaz) - p(liquide))
p,=pressionde gaz (vapeur + air)

2.2.2.4 Grandeurs thermiques

e Lachaleur non convectée Q' (voir plus loin) (unité : Joule),

* Les enthalpies massiques des constituants hmcp (unité : Joule/Kelvin/kilogramme),
* Leflux de chaleur: q (unité : J/s/métre carré).
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Données extérieures

« Laforce massique F™ (en pratique la gravité),
+ Les sources de chaleur ©,
» Les conditions aux limites portant soit sur des variables imposées, soit sur des flux imposés.

Dérivées particulaires, densités volumiques et massiques

La description que nous faisons du milieu est lagrangienne par rapport au squelette. On trouvera dans
[bib1] une définition de la notion de squelette : « la matrice (partie solide+porosité occluse) constituant
la partie matérielle du squelette et I'espace poreux connecté du volume élémentaire en question
constituent le point matériel du squelette ou particule du squelette ».

Soit @ un champ quelconque sur Q, soit xs(t) la coordonnée d’'un point attaché au squelette que

nous suivons dans son mouvement et soit X (t)la coordonnée d'un point attaché au fluide. On note

d*a
d=—— la dérivée temporelle dans le mouvement du squelette :

a(x, (t +at)t+at)-a(x, (t)t)
50 At

g=22
d

d*a
t

da
a est appelée dérivée particulaire et souvent notée E (par exemple dans [bibl]). Nous préférons

utiliser une notation qui rappelle que la configuration utilisée pour repérer une particule est celle du
squelette par rapport auquel une particule de fluide a une vitesse relative. Pour une particule de fluide

le repérage xs(t)est quelconque, c’est a dire que la particule de fluide qui occupe la position xs(t)a
linstant t n’est pas la méme que celle qui occupe la position X (t') a un autre instant t' .

Soit alors A :IadQ une quantité liée a une densité volumique a, laquelle densité est elle méme
Q
portée en partie par les grains solides et par les fluides. Soit amf la densité massique de a portée par

la phase fluide p du constituant C et soit a,la densité volumique de aliée aux grains solides. Toutes
ces définitions reviennent finalement a écrire :

0 0
— — — _ p .
A=[ adQ=A +Aq =[ adQ +[ azdQ =[ %S +%p§¢s Pa™¢ @m éq 2.3-1

d"A
En suivant [bib1], nous notons T la dérivée de A, si nous suivons Q dans le mouvement du
. d°A . .

fluide et at la dérivée de A, si nous suivons (2 dans le mouvement du squelette.
Nous définissons alors :

DA _d°A d"A, _df d”

PAZIALE Aol ada+d i ¥prpstaiio

Dt dt dt dt dt T .

QP €q 2.3-2
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La densité amcp est transportée avec une vitesse relative de (Vf —Vs)par rapport au squelette.
S
Afiniti 3 a Afiniti P PHSP(vP i i
Compte tenu de la définition de a = it et de la définition w =pP$S (VC - VS), on voit facilement

que la dérivée totale de A par rapport au temps s'écrit finalement :

% = J% Q% + ; Div(amfwcp)%m

€q 2.3-3
Remarque :
Dans la mesure ou nous avons fait I'hypothése des petits déplacements du squelette,
. _d° da
a= W peut se confondre avec la dérivée partielle par rapport au temps E et v, peut étre

considérée comme nulle. De méme, dans la suite de la note nous confondrons les

représentations lagrangiennes et eulériennes des flux, MCp et ch .

3 Equations continues

3.1 Meécanique : conservation de la quantité de mouvement

Nous notons Ole tenseur des contraintes de Cauchy et Sle second tenseur (symétrique) de Piola
Kirchoff.

Nous notons P le gradient de la transformation X, = X (0) - Xs(xo,t)

p= axs(xo,t)
0x,

Ona:s=detPP o.P’
Les équations d’équilibre mécanique s’écrivent dans la configuration Q :

Div, (P.s)+rF" =0

Nous avons noté Div, l'opérateur de divergence par rapport aux variables d'espace X,de la

configuration Q.

Dans la mesure ou nous faisons I'hypothese des petits déplacements et des petites déformations du
squelette, cette équation peut étre approchée par :

Diva+rF" =0 éq 3.1-1

Nous verrons plus loin que nous adoptons toujours la décomposition 0 = o+ Gpl ,ou o4 désigne la
contrainte effective. C’est donc a la charge du module d’intégration des équations d’équilibre de faire la
somme : 0=0’+0p| :
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Hydraulique : conservation de la masse

L’écriture eulérienne de la conservation de la masse fluide pour le constituant C s'écrit :
PHSP
PXPSPdQ =0
ahs

On peut alors appliquer [éq 2.3-1] en prenant : a, = Oet amf =1 et [éq 2.3-3] donnera :

Z ¢Sp+ZD|v( )

En utilisant la définition des apports massiques [éq 2.2.2.3-3] , la définition des flux lagrangiens
[ég 2.2.2.3-2] on trouve la forme lagrangienne de la conservation de la masse fluide :

[1h, + Div,(M,)=0

L, .
|jn2 + DIVO(MZ): O éq 3.2-1

Equation de I’énergie

Pour les fonction thermodynamiques, nous adoptons systématiquement une décomposition du type
[éq 2.3-1]. Cela correspond au fait que les différentes énergies ont toutes une partie portée par le solide
et une partie portée par les fluides. La partie portée par le solide est caractérisée par une densité
volumique alors que les parties portées par le fluide sont caractérisées par des densités massiques,
comme nous I'avons montré au paragraphe [§2.3].

Energie interne totale : E = é %S + pr(l)S Peme %Q éq 3.3.1
T %
Entropie totale : S = % + Zp ¢S psmpﬁi éq 3.3.2
Enthalpie totale H = E‘\ + prcl)S Phme Ei éq 3.3.3
Lp=E-TS
Energie libre : (P, =€, —Ts éq 3.3.4
Q.IJ'“S =e" —Ts"¢
LG =H-TS
Enthalpie libre : [, =h, =Ts, éq 3.35

%mf =h" -Ts™¢
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Enfin, en notant Q(Q) le taux de chaleur recu par un volume Q , on a par définition :

Q(Q)= Jq.ndr +[©dQ

éq 3.3.6

On rappelle enfin que I'enthalpie des fluides se calcule par la formule :

h=e+ P
P €q 3.3.7
3.3.1 Le premier principe
Avec les définitions données plus haut, il s’écrit :
~¢- 3 DivhM? J+o:2+ T MIF" +0-Divg =0

p.C P éq 3.3.1-1

Cette écriture correspond a I'équation (22) du chapitre 11l-2-3 de [bib1l], dans laquelle nous avons
négligé les termes d'inertie. Pour les milieux homogenes, elle correspond a I'équation (31) du
paragraphe 1V-3-2 de [bib3].

3.3.2 Le deuxieme principe

Sa forme assez bien connue est :

$+ Div(smcpMcp)+ pivia 250
arogT

pe g 3.3.2-1

En utilisant les considérations thermodynamiques classiques [bib1] liées a l'introduction de I'enthalpie

libre [éq 3.3.5], on montre que I'on doit nécessairement avoir :

a-¥ =g
oe 6q 3.3.2-2
mp_ OQ _ .
c om? =0 éq 3.3.2-3
s+ ¥ -
oT éq 3.3.2-4
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Equation de I’énergie

Assez souvent, on considere que, les transformations étant réversibles, le second principe fournit
finalement une égalité. De plus, on remplace dans [éq 3.3.2-1] la température inconnue T par une
valeur constante dite température de référence. Il s’agit finalement d’'une linéarisation de [éq 3.3.2-1]
justifiée si les variations de températures sont « petites ». Notons que le terme de transport
z D|V(Smc Mcp)compllque le traitement de la non linéarité due a la présence de la température en

p,c

dénominateur des autres termes de [éq 3.3.2-1].

Nous travaillons en enthalpie de fagon a lever cette difficulté. On part de I'équation du premier principe
[ég 3.3.1-1] dans laquelle on injecte les équations [éq 3.3.2-2], [éq 3.3.2-3], [éq 3.3.2-4], et la définition
de I'enthalpie libre [éq 3.3-5] et I'on obtient :

TS+Y (e ~Tsmeme )= -5 DivA"IM? J+ 3 M? F" +0- Divg éq3331
p.c p.c

p.c

On pose alors :

Q' =Tas Ty s"com?
E 69 3.332

La quantité Q" a la dimension d’une énergie par unité de volume. Elle représente la chaleur regue par

le systeme dans une transformation pour laquelle il n'y a pas d’apports de chaleur par entrée de fluide
ayant une enthalpie. Bien que 0Q' ne soit pas une différentielle exacte, nous prenons cette quantité

comme variable d'état.
Finalement, I'équation d’énergie retenue a la forme suivante :

S h"eie +3' + 3 Divjrtm? )+ Divg - 5 M2F" =@
p.C p.c p.c €q 3.3.3-3
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4 Ecriture variationnelle des équations d’equilibre
4.1 Meécanique
Nous notons U, I'ensemble des champs de déplacement cinématiquement admissibles, c’est-a-dire
les éléments de (Hl(Q))3 vérifiant les conditions aux limites en déplacement sur la partie de 9Q
supportant de telles conditions [bib3].
La forme variationnelle de [éq 3.1-1] est :
ET =0'+to,l
O] m ext éq 4.1-1
= +
gQ 0.¢(v)dQ JorFMvdQ+ [ %vdl TV Ugy
4.2 Hydraulique
Nous notons F’lad (resp. PZad ) 'ensemble des champs de pression admissibles, c’est-a-dire les
¢léments de Hl(Q) vérifiant les conditions aux limites en pression P, (resp. P,) sur la partie de 0Q
supportant de telles conditions [bib3]. La forme variationnelle de [éq 3.2-1] est :
~ [+ 2 + (M2 + M2)OmdQ = a
1 2
_[79 (Mlext +Ml ext)-rl:ldr DT[l D Plad D P
ol a> L ) O] eq 4.2-1
—J'Q(m2+m2)nZdQ +J'Q(M2 +M2)DT[2dQ 0
_ 1 2 0
- _LQ (MZext + MZext )T[ldr DT[Z D P2ad D
4.3 Thermique

Nous notons T,, I'ensemble des champs de température admissibles, c'est-a-dire les éléments de

Hl(Q) vérifiant les conditions aux limites en température sur la partie de dQ supportant de telles
conditions. [bib3]. La forme variationnelle de [éq 3.3.3-3] est :

Lé'TdQ + ZL hmehP1dQ - {] EZ hmem; +qE:ITdQ =
pc o e

4] Ea+ > M7 F" EdQ - 4] EZ h"eMP,, +q., E{dr éq 4.3-1
Q p. a0 Lip.c

OtOT,,
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Notons que, contrairement a d’autres présentations, et notamment [bib8] nous n'avons pas injecté les
équations de conservation de la masse, et nous avons intégré par partie le terme de transport
Z Div(hmcpMcp). Ce dernier point a pour avantage de ne pas faire apparaitre des dérivées d'ordre
p,c
supérieur, et, au contraire de faire apparaitre naturellement des conditions aux limites relatives a
I'entrée de chaleur liée aux flux hydrauliques : ZLQ hmeg’ext Tdr.
p,C
On pourra en fait considérer que les conditions de flux thermiques définissent directement :
~ _ . mP
Qe = hmc Mfext + Qe
5 Discrétisation en temps
Dans ce chapitre, nous nous contentons de reprendre les formulations variationnelles en leur
appliquant une discrétisation par rapport au temps de type téta schéma. Il s’agit d'une méthode
générale d'intégration des équations différentielles [bib12] et [bib13].
B est un paramétre numérique compris entre 0 et 1. Pour les équations différentielles linéaires (ce qui
n‘est pas notre cas ...) ce schéma est inconditionnellement stable pour 8=1/2, il est d’ordre 1 pour
0#1/2etdordre 2 pour 8 =1/2. Néanmoins, il peut étre préférable d'utiliser une valeur différente de
1/2, et ceci pour des raisons d'oscillations parasites [bib12].
Les quantités indicées par + sont les quantités en fin de pas de temps, et celles indicées par — sont
celles du début du pas de temps. On note :
At=t" -t~
a®=6a"+(1-6)a~ [a
5.1 Mécanique
%+ - G|+ +O_;|
= 6’ e(v)dQ = r'F™.vdQ+ [ £ vdl OvOu eq 514
gcz ’ ,rcz : J;Q ad
5.2 Hydraulique
1 2* 1 2" —
—'[Q(m1 +m/ )de+9AtIQ (M1 +M? )DT[ldQ = B
—IQ (mi +m’ )‘[ldQ -@- G)AtJ'Q (Mi +M? )DT[ldQ B
etf (M2, +MZ Jndr OmOP =
LQ lext lext T[l T[1 lad U]
. . . . 0 €q 5.2-1
—J’ (m§ +m; )de+eAtI (1\/]12 +M; )Drrde = O
Q Q |:|
1 2- 1 2-
—IQ(mz +m’ )ng —(1—9)AtIQ (M2 +M? )DrrdeS
1° 2°
+AtJ;Q (MZext -l_l\/IZszt)Tl-zdr DT[Z D P2ad E
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5.3 Thermique
(@ -0 o -eat h" ' MP* +q" HtdQ B
IQ .ro £ " q 1
U
mP- - - mpP+ + _
‘(l—G)AtJ'QE;h c M{™+q %]TdENGJ’QE;h 7 (mer - mg )EdQB
+ (1—6)J’thcp_(mcp+ ~mP hdQ = E éq5.3-1
U
+OAt[ S MP F™dQ +(1-8)At[ S MPTF™1dQ O
J'Q; J'Q; 0
. 0
+AtIQeerdQ—AtLQEthé’ M? . +q°, Exdr OtdT,, B
p.C
5
On peut de nouveau considérer que les conditions de flux thermiques définissent directement :
~ 0
qeft = Z hmf M(E)SXI +qSXt
p.c
6 Principe des travaux virtuels, déeformations et contraintes
généralisés, lois de comportement
6.1 Contraintes et déformations généralisées

En se reportant aux formulations variationnelles [éq 4.1-1], [éq 4.2-1] et [éq 4.3-1], il apparait que I'on
peut choisir :

Pour les contraintes généralisées :

.0, O

= 1 wagl pmle 2 wg2 |am? g

m-, me, |:|
2= %ﬂllevh 11,m1 M, h 12’ O ég 6.1-1

[y, M;,,h™2;m;, M5 ,h"™2; 0

0. O

Q'q O

Pour les déformations généralisées :

E ={u,e(u) p,,Op; p,,0p,;T,0T} éq 6.1-2

On remarque le fait que les déformations généralisées contiennent les déplacements. Cela est di au
terme [, rF".vde la formulation variationnelle de I'équation de conservation de la quantité de

mouvement [éq 4.1-1], lequel terme couple finalement les contraintes généralisées et les déplacements
du fait de [éq 6.3.4-1]. Les déformations généralisées contiennent la pression et la température parce
que les équations associées sont paraboliques.
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Principe des travaux virtuels

L’ensemble des équations non linéaires a résoudre peut se mettre sous la forme :
—_ meca
R(U)=L 6q6.21

ol U désigne les déplacements généralisés, c’est-a-dire : U ={ux,uy,uz, pl,pz,T} dans le cas le plus

général. Les forces internes R s’expriment a partir d’'un principe de travaux virtuels généralisé. Dans
le cas de la mécanique des milieux continus « classique », c’est a dire quand il n'y a pas d'autre
constituant que le solide, on a I'habitude de définir les forces internes par :

w' R =Ja 8(W).0‘dQ [Iw, champ de déplacement cinématiquement admissible.

Dans cette formulation, le champ de déformation € ne dépend que du champ de déplacement et de
ses dérivées spatiales, éventuellement de fagon non linéaire si 'on prend en compte des déformations
finies. On écrit symboliquement :

R=Q'c

La loi de comportement relie les contraintes ¢ aux déformations €.

Dans le cadre de la théorie des milieux poreux développée ici, nous essayons de nous rapprocher le
plus possible de cette formulation en introduisant des contraintes généralisées Z et des déformations
généralisées E ; Les déformations généralisées ne dépendent que du champ de déplacements
généralisés U et de ses dérivées spatiales. L'opérateur U [ E(U) est un opérateur de dérivation
par rapport au champ de coordonnées.

La loi de comportement permet de calculer Z en fonction de E .

Par contre, nous ne pouvons pas écrire directement W' R =4 E(W).EdQ , pour les raisons

suivantes :
e les équations que nous traitons sont des équations évolutives en temps et les dérivées par
rapport au temps des quantités interviennent,
¢ les équations sont non linéaires a cause des termes de transport liés a la représentation
eulérienne des fluides : ces termes non linéaires ne figurent que dans I'équation de thermique,
« le choix des inconnues fait que les termes non linéaires de transport interviennent dans les
contraintes généralisées. Soit un terme de transport dans [I'équation [égq 4.3-1],

p . . . . L.
% h™¢ MCp +qE]TdQ, étant donné que l'on a pris comme inconnues principales pour
q L.

I'hydraulique les pressions, les quantités Mf lites aux vitesses des fluides appartiennent aux

contraintes généralisées, de méme que les enthalpies hmcp , et le terme de transport donné en
exemple est linéaire en déformation généralisée et quadratique en contrainte généralisée. Ceci
fait une différence avec la formulation de la théorie des milieux continus classiques ou les
termes de grande déformation sont des quantités quadratiques des déformations.

Pour toutes ces raisons, nous introduisons un champ noté X tel que :
R=Q'X éq 6.2-2
Q" est défini par :

. _
W' R —J’QE(W)-ZdQ 6q 6.2-3

LJW champ de déplacement généralisé cinématiquement admissible
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On voit facilement et trés classiguement que QT est le transposé de I'opérateur Q tel que :
E=QU €q 6.1-4
Le champ E est une fonction linéaire de Z et non linéaire de X :
=3 x) éq 6.1-5
Aprés discrétisation en temps, £ deviendra une fonction non linéaire de X" et X :
r =x(z"x) 6q 6.1-6
Notons enfin que pour des raisons algorithmiques (entre autres), on a besoin de connaitre la dérivée
des forces internes par rapport aux déplacements généralisés :
OR _0R 0% X OE Q" 0x 0%
oU 0X 0X 0E oU 0X JE
x o
Il est clair que E ne dépend que de la forme des équations d’'équilibre.
6.3 Lois de comportement

Une loi de comportement sera définie simplement comme une relation quelconque entre contraintes
généralisées et déformations généralisées. Les variables internes sont définies comme des champs
nécessaires au calcul des contraintes, dont I'évolution est donnée par les lois de comportement, mais
qui n’interviennent pas directement dans les équations d’'équilibre.

De plus, nous considérons que les lois de comportement sont écrites sous forme incrémentale et
gu’elles sont locales. En notant X les variables internes, une loi de comportement est donc une

relation :
X, E XX
Aprés discrétisation en temps, la loi de comportement devient une relation :

2 XLELET XX
La loi de comportement devra également fournir le seul terme qui dans I'expression

R 00X . ) _
— =Q ——Q dépend delle, a savoir — . Finalement une relation de comportement est une
ou 0X 0E E
relation :
S XLELET ZNXT, gf: éq 6.3-1

Dans les paragraphes suivants, nous précisons certains aspects des lois de comportement en
distinguant les contributions mécaniques, hydrauliques et thermiques.

Manuel de Référence Fascicule R7.01 : HI-75/01/001/A



COd e_ASter : Version 5.0

Titre :
Auteur(s) :

6.3.1

6.3.1.1

6.3.1.2

6.3.1.3

Modélisations THHM. Généralités et algorithmes Date : 22/06/01
C. CHAVANT clé: R7.01.10-A Page: 19/36

Loi de comportement mécanique
Ecriture générale

Les variables internes sont notées X. Une loi de comportement de mécanique, dans le cadre THM
s'écrit :

B =a"(e",pr p; T7iET, 0,9, T7,07X0)

Y éq 6.3.1.1-1
:X (81p]_ap2aT ;svplaPZaT i0-1X)

Cas des contraintes effectives

Dans le cas de I'hypothése des contraintes effectives, on a la décomposition : 0 = o' +0 I ot @' est
p
le tenseur des contraintes effectives et O ; est un scalaire.

Les variables internes sont séparées en deux parties : les variables internes mécaniques X, et les

variables internes hydrauliques X, . La loi de comportement mécanique se scinde alors en deux lois,
dont la premiere peut étre une loi déja existante dans le cadre habituel de la thermomécanique.

%’“ ) ,+(£+’T+;£_’T_’0,_’X;) 6q 6.3.1.2-1
;:X;(s+,T+;s‘,T‘,o",x;)

= :o;(pf, Pri P pz_,XE.) éq 6.3.1.2-2

X =X (00, P2 s p5 )

Les dépendances indiquées par les équations [éq 6.3.1.2-1] et [éq 6.3.1.2-2] n'ont pas de justification
théorique a priori. Il s’agit simplement de montrer les dépendances les plus générales possibles du
point de vue de la programmation informatique. On remarque dans cette décomposition que la
dépendance par rapport a la thermique a été laissée dans les contraintes effectives ; typiguement, on
pense que les lois sur les contraintes effectives s'écrivent comme en thermomécanique classique :

d =d" [ -a'T e -aTLd X;)
Choix des contraintes

Du fait de I'utilisation assez fréquente de I'hypothése des contraintes effectives, on décide que le
vecteur des contraintes pour la partie mécanigue contient dans tous les cas le tenseur des contraintes

effectives 0 et le scalaire O p - Dans le cas général ou I'hypothése des contraintes effectives n’est pas
retenue, on aura simplement : o, = 0. C’est donc a la charge du module d'intégration des équations

d’équilibre (et non pas des lois de comportement) de faire la somme : 0* = o' +0'l.
P
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Hydraulique

La loi de comportement hydraulique fournit les relations suivantes :

Bn0p+ = mcp+(8+1 p1+1 p2+1T+;8_1 pl_’ p2_1T_7me_’Mé)_’Xﬁ)|%

- 7 bl Op/sp;, Op 77,077 ERE

%\45 =M L&, p;,Op;, p;, Op;; s Sﬂp

T e 6

0 LUT,M] Xm0 F E

|:]+ +(+ + + +. = - - - p- )

QH =XH € 1p11p21T € 1p1’p27T 7mc 7Xﬁ éq 6.3.2-1

On remarque que le champ de gravité est une donnée de la loi de comportement hydraulique parce

gue I'évolution du vecteur de flux suit des relations du type : M = 7\HpfI [— aopP + pﬂFm .

Loi de comportement thermique
Les lois de comportement donnent :
%H- = Q'+ (£+1 pl+1 p2+aT +a£ _1 p]_—a p2_1T _aQ' _)

C=hmERET pps T e s T AT Oc e p

O

mP
c
€qg 6.3.3-1

mjulmwin

" = q+(£+1 pl+a p2+aT +1 DT +a£ _1 pl_a p2_1T —D T _1q _)

DXT+ =XT+(£+1 p]-_'-v p2+iT+1DT+;£_i p]__a p2_1T -D T _’XT_)

]

Notons que nous avons introduit d’éventuelles variables internes liées a la thermique.

Masse volumigue homogénéisée

Par définition, la masse volumique homogénéisée, qui intervient dans I'équation d'équilibre de la
mécanique [éq 3.1-1] est donnée par :

+ 1t 2t 1t 2t
=r + + + +
rr=rn+m +m +m, +m éq 6.3.4-1

Cette équation n’est pas une loi de comportement, mais elle fait partie des équations de conservation.
Elle est intégrée dans le module de calcul des équations d’équilibre, les modules de calcul des lois de
comportement n'ayant pas a la traiter.
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Algorithme de résolution

7.1

7.2

Algorithme non linéaire de résolution des équations d’équilibre

Dans le cas général de la modélisation (coefficients variables, désaturation, convection) le probleme
variationnel présenté ci-dessus [éq 4.1-1] a [éq 4.3-1] est non linéaire par rapport aux champs de
déplacement, pression et température. Apres discrétisation par éléments finis, on obtient un systéeme
matriciel non linéaire. La matrice de I'opérateur tangent contient de plus un terme non symétrique traité
comme tel. On utilise dans tous les cas de modélisation le solveur non linéaire STAT _NON_LI NE du
Code_Aster reposant sur une méthode de Newton-Raphson, décrite en [bib5]. On introduit la
fonctionnelle vectorielle :

F(U)=R(U)-L™* 6q 7.1-1

oF

L’'opérateur tangent associé est not¢ : DF =—

Pour les modules THM objets de la présente note, I'opérateur L™ ne dépend pas des déplacements

généralisés. Tous les termes dépendant des déplacements généralisés ont été introduits dans R, et
c'est justement pour cette raison que les déplacements se retrouvent dans les déformations

généralisées. Notons a ce sujet le traitement tres particulier du terme [, rF".v de I'équation [éq 4.1-1].

D'aprés [éq 6.3.4-1], IQrFm.VdQ = IQ (ro +mi +m? +ml +m? )Fm.VdQ

Nous avons choisi de scinder ce terme en deux :

Le terme J'Q rL,F".vdQ est une contribution & L™ si I'utilisateur a renseigné I'opérande PESANTEUR
du chargement utilisé (défini par la commande AFFE_CHAR MECA), alors que le terme
J'Q (mf + ml2+ + mf + m?)Fm.VdQ, qui dépend des contraintes généralisées est une contribution a

R.

Passage des valeurs nodales aux valeurs aux points de Gauss

Comme dans tous les codes d’éléments finis, les termes sont calculés par boucle sur les éléments et
. | | . ) 214
boucle sur les points de gauss. En notant RZ et DFge les valeurs au point de gauss g de I'élément el

des forces nodales et de I'opérateur tangent, et W;' le poids d’intégration lié a ce point de gauss, on a:
— el el

R(U)= Z Y wiR; (U)

e g éq 7.2-1

DF(U)= Z 3 w; DF;' (V)

€q 7.2-2
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Notons alors U® le vecteur des inconnues nodales sur un élément fini el. On peut ainsi avoir :

ug
UJ
Vo

wE
[hoeud1
P

p2D

T
u
0
VO
w
par exemple U® = %oeudZ
PO

pD
TE
ud
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. | , . . e . i1z |
Notons aussi EZ le vecteur des déformations généralisées au point de gauss g de I'élément el et Zz

le vecteur de contraintes généralisées pour le point de Gauss g de I'élément el. Dans le cas le plus
complet on a ainsi :

Og' ﬂl

0 0O

19, O

O O

00

0

Ou ETI mim
0 , 5
%(u)D Om; O
Pl

Eel _ E]pllj zel — Ehml 0
g_ |:| [ g_D 1|:|
0P O om0
p. O 1[]
P2 20
ol O th™0O
(.2 [

EDT%g 0™ g
M20

e

2[]

0o' 0

DQ 0

04 [

. . - . I
Les fonctions de forme des éléments finis permettent de calculer alors la matrice QZ de passage des
inconnues nodales aux déformations généralisées aux points de gauss définie par :

E;] =Qj.U" éq 7.2-3

7.3 Vecteurs et matrices selon les options

Les présentations des deux paragraphes suivants sont faites dans le cas le plus général ou on a une
équation de mécanique, deux équations d’hydraulique et une équation de thermique. Les indices g et el
sont désormais omis, mais il est clair que ce qui est décrit s'applique a chaque point de gauss de
chaque élément.
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7.3.1 Reésidu ou force nodale : options RAPH_MECA et FULL_MECA

On répartit les termes de la formulation variationnelle selon le principe suivant :

* I *| I
Si E Z désigne un champ de déformation virtuel, Eeg = (V,S(V),T[l,DT[l,T[Q,DT[z,T,DT) calculé a

«el
partir d'un vecteur de déplacements nodaux virtuels U , on peut définir:

*el

ES X, (U) =Siv+ 22 (V)+ ST + Z40TG + ZsTL, + 26T, + 27T+ 20T, On reprend alors les

formulations variationnelles discrétes [éq 5.1-1], [éq 5.2-1], [éq 5.3-1], et on y remplace les intégrales

Jo fdQ par Z z Wg' fgeI pour toutes les intégrantes f . On distingue les termes multipliant
g

respectivement v, S(V), Um0, T et LT, eton trouve :

Indice 5 associé a
1 - (m11+ +m2" +mi’+ m22+)Fm+ v
2 o_!+ +O_+ I E(V)
3 + + - -
-m: -m/ +m +m] U
4 ontM:’ + M2 )+ (- e)atlvt + M7 ) am,
5 + + - -
-my -mZ +ml +m] T,
° eAt(Mlj+M§+)+(1—6)At@\412 M2 ) O,
7 _Q|++Q|— T
—@hmf ) @mf —mll_)— ﬁ%h”‘? am
—@hmé +(1-e)h'“§ﬂm;+ ) @hm +(1-0)hm @m
+ AO(MY + M2 + ML + M2 F" +At(L-0)ML + M2 + MY +M§‘)F'n
8 + + + + + + * + Ut
+6At@1mi MY +h™ M2 +h™ ML +h™ M +q+ﬁ+
+(1- e)Atﬁf“i_M{ +h" M2 +h™ ML +h" M2 + q_ﬁ
Remarque :

Dans le premier terme il ne figure pas le terme — rOFm car il est mis dans le chargement

extérieur L™ et calculé par I'option de calcul du chargement extérieur de pesanteur.
En utilisant la définition [éq 7.2-1] de RZ' ,ona

el

| — e’ 3¢ .
U*® R = Ege Xg , ce qui nous donne encore :

Rel QeIT

Cette derniére égalité n’est que la forme locale au niveau d’'un point de gauss de [éq 6.2-2].
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7.3.2 Opérateur tangent : options FULL_MVECA, R G _MECA TANG

Dans ce qui suit, si X désigne un vecteur de composantes X'et Y un vecteur de composantes Y !,

X O X'

@E désignera une matrice dont I'élément occupant la ligne i et la colonne j est —-.

oy’

Pour calculer I'opérateur tangent, on calculera les quantités suivantes :

[DRDE] =
DR1U DR1E DR1P1 DR1GP1 DR1P2 DR1GP2  DRIT DR1GT
DR2U DR2E DR2P1 DR2GP1 DR2P2 DR2GP2  DR2T DR2GT
DR3U DR3E DR3P1 DR3GP1 DR3P2 DR3GP2  DR3T DR3GT
DR4U DR4E DR4P1 DR4GP1 DR4P2 DR4GP2  DR4T DR4GT
DR5U DR5E DR5P1 DR5GP1 DR5P2 DR5GP2  DRS5T DR5GT
DR6U DR6E DR6P1 DR6GP1 DR6P2 DR6GP2  DR6T DR6GT
DR7U DR7E DR7P1 DR7GP1 DR7P2 DR7GP2  DR7T DR7GT
DR8U DRSE DR8P1 DR8GP1 DR8P2 DR8GP2  DRST DR8GT
Ou l'on a noté :
. OF, . OF,
DRiIU =—- DRIiGP1=—
Ou olp,
._ _OF . OF,
DRIE=— DRiGP2=—
o€ olp,
. OF, . OF,
DRiP1=— DRIiT =—1
op, oT
. OF, . OF.
DRiP2=—" DRIDT =—-
op, ouT
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Pour faire ces calculs on considére que les lois de comportement fournissent, pour les options
correspondantes, toutes les dérivées suivantes :

Ogc 60 oo odo do do do do U

Sow d ap dp, b, Bp, O @TQ
Do"'ap o"'ap o"'ap o"'ap o"'ap 0ap o"'ap o"'ap N
Sou g dp dOp oy p, T BTH
Oomi ot omf ami Amt amt ami om0
Bdu dg  dp, ddp, dp, Bp, I @ TB
PM; OM; M OM; OMj My OMp OMi[
Sdu des dp, ddp, op, Bop, IT D TB
[ Ou Jde  dpy dlp b, pp OT D TQ
Con? - om? om? e amd omf o om D
ngf OM? Mz OMZ OMi OM?  OM: o"MfB
] du de. dy dp p, @p, I WTpq
%mmlz o"hmlz o"hmlz o"hmlz o"hmlz d,]mlz o"hmlz o"hmlz E
_Odu oe o, Jdip, op p or W10
DZDE = 0 1 1 2 2 0
oo dm; dmp o oy dm; dm; g
Odu de dp ddp, dp, Jdp, 4T TO
Moo oM oM oM oMy oM} awif
Odu Jde dp, d0p p, OT @ TQ
Eﬂnm% A ™ A o a™ a™ g ™ B
Bdu dg o, ddp, O, p, dT @ TB
oMy omy  dm dmp dmp dmp omp dm [
Bau de. dp, dp, p, JI D TB
5 OM3 oM OMj OM; OM; OMj OM;[
Bﬁu de dp, Jddp, b, p, JT [P TB
™ ™ ™ ™ ™ ™ ™ ™ O
Sou e op, oOp, dp, Bp, T @TQ
gﬂQ N AN M dAQ AN A &N E
g0u  d  dp ddp O p, JT B Tq
0dq 09 Jdq dq dqg Jdq Jdq Jq O
Hou 0 oy d0p Oy p, 9 WDTH
Remarque :

Dans ces expressions, les dérivées par rapport a u sont toutes nulles, mais nous gardons
Va P . | .
I'écriture compte tenu de la définition des matrices Qz gue nous avons adoptée.
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L'appel aux lois de comportement fournira les morceaux de la matrice DZDE selon les équations

présentes :
o' O o' a0’ O o' 90’ O od’ a0’ O
O, O Uop, D Uop o O 3070
_ 0 5. _rop op, . _op da0p _Ya1  oaoT
[DMECDE] = So, 0 [DMECP1] = 501 aopig ; [DMECP2] = goi o, S[DMECDT] =G0, o, U
Hoe & Bop,  90p, H Fpp, a0p, H BoT oOTO
om? Dam1 am11 O Dam1 am11 O Om: om0
D—l |:| —0O — 0 1 L 5
% Dapll aDpll 0 Dapz1 aDplz 0O %aTl oaT 0
0 0
[DP11DE] = Mg ; [DP11P1] = E£ OM, o [DP11P2] = [«)l oM, 0 [pP1IDT]= oM, OM,
oe O dp, d0p op, alp OoT o0OTU
mt [ O 11 11D O 21 12 0 mt mt |:|
h" 5 Bh™ ahmlg Bh™  oh™ E h™  oh™
foe O Hop, o0, Cap, a0, GoT a7 o
Oom? O D6m1 om; % Dam1 om; % 0om? 6mf O
%682 B Daplz aDpzl 0 Dapz aDpzz O EPaTZ oaT 0
0 0
[DP12DE] = Mg [DPIZPI]:D£ oM, 0 [DP12P2]:5£ AH 0 [pP12DT] = oMy oM,
0 asz % 0gop,  90p g 0op,  9Up, I]aT2 6DT2 %
h™ 5 h™  oh™ % h™  oh"? % " oh™ g
hoe O 0op,  90p, O Eap2 o0p, O OoT  a0TO
Oom} O D@m; 6m§ E Dﬁm; 6m§ S 0om} om} O
o 3 B oo, 0DI011 O gop,  0Up, O Uat oot E
0 0
pr2oel= B0 e 2 BLE L [ppypy)- [P O g M O
Do o Hop,  30p. Hop,  a0p, L ooT ek
h™ 5 bh™ ahmlzg Bh™  ah™ O : h'“ Oh"an
boe O 0op,  00p, O Hop, o0p, 0 00T 40T O
Oom? O Damz om; % Damz om; % 0om?  om? O
5.0 0 Fop, 00p, H0p, 90p, [ oT 30T
0 0 %
[pP22DE] = M2 0 . [DP22P1] = G2 oM, M; o . [DP22pP2) = P2 oM} OM; 2 [pp220T] = PM: oM
g O¢ B |:lapl o0p, D6p2 o0p, DaT2 ouT B
h" 5 Ooh™; ahmig h™  oh" B @hmz oh"2
be O Hop,  a0p, 7 Hop,  o0p, o 00T o0T D
E@Q'D o 0Q D Q' 0Q' [ 0 MQ' dQ'D
D % % ot 70
[DTDE] = 2 ; [DTDPI] = (PP o0, - 5 [propg=c %P5 [prpr]=0T 9T §
6 M4  9q mMa  9q [ %9 9q
Das D Bop, o0p,H Bp, o0p,H BT 0T O
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Par ailleurs, en dérivant I'expression du résidu par rapport aux contraintes, on définit :
0%, 0% 0% 0% 0% 9% 0% 0% 0% 9% 0% 0% 0% 0% 9% oL U
o0 00, o OM ol Om OMI ovi om OMi o omi OMI owd 0O dg g
ps, 9%, 03, 0%, 0%, 03, 0%, 03, 03, 0%, 03, 0%, 0%, 03, 0%, 0% B
[0’ 00, om OM; onm Omi OM; opm Om; OM; gh™, Omi OM; o 9Q dq
DI, 0%: 0% 9%, 0% 0% 0% 0% 0% 0% 9% 0% 0% 0% 0% 0% 0
09 0o, om Wi owi omi OMI oni Om OMi owi Omi OMI owi 0O Oy [
@24 624 624 624 624 624 624 624 624 624 624 624 624 624 624 624 B
psps_ (00 90, omi OMI o omf OMI an omi OM onh omi OM: oni 9Q 4 g
[pSs 035 0% 0%s 035 9% 0%s  0%s 035 0% 0% 0% 0% 0%s 035 O%s S
00’ 90, om; oM ohm Om; OM; opm; Om; OM; oh™ Om; OM; gh; 0Q' dq
(93s 0% 0% 036 0% 036 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% U
Oy —— — — O
[P0’ 9o, omj OM; h" Om; OM; gnh"i om; OM; gh™, Om; OM; oh"; Q' dq [
% 03 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%, 0% 9% 0% 9% 0% O
[P0’ do, om OM; oh" Om; OM; gh"r Om, OM; gh", Om; OM; oh"; Q" g [
28 628 % aZB 628 aZB 628 628 aZB aZB 623 aZs 628 aZS aé % B
o’ 90, om OM; oh" Om; OM; gh"i Om; OM; oh™, Om; OM; o 9Q g
Toutes ces quantités n'étant pas forcément calculées, on notera, pour | de 148 :
= (b3 az (p>; 9% 0% O
DZIDG] ', : DZIDPZl] S —— D
L I 1 1 ml
pg oM; 9h™
0z, 9% O 0z 0% U

DZiDP11]= Egz

:DfiDP12] =

Il est alors clair que :

553

2 OM;  oh™ =

GZi

GZi

mZ aME g o

:DfiDT] =

DZiDP22] = Egz

DXDE = DXD3.D>DE

Et la contribution du point de gauss a la matrice tangente DFgeI s'obtient par :

el
DF;

=Q"" DEDEQ®

2 OM2 on"
px 4% 0

Q"' 94
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7.4 Algorithme global
L’algorithme devient alors :

Initialisations :

Calcul de L™ (option CHAR_MECA)
Calcul de DF~ (option Rl G _MECA TANG

Calcul de AU, par: DF AU, = L™ — "
Itérations d’équilibre de Newton n
Boucle éléments el
Boucle points de gauss g
calcul QZ'

- - + +
calcul E! =Qf.U" et Ef =Q;.U"

Calcul de 8U,, par:
DF;.3U,,, = -R;+L™*"
Actualisation :
AU, =AU, +pdU,,
Sl test convergence OK
‘ fin Newton : pas de temps suivant

Sinon
n=n+1

22/06/01
29/36

el
+ + - - - +
calcul de : Zeg' 0% —21 (selon option) a partir de E¢ ,Z% ,a® | E°
n g aEe|+ 9 9 In
9n
—elt + + T —elt
N . el™ el™ el
calcul de Xq, a partir de Zgn ; Rgn =Q, Xg,
—elt —el ™ ol ¥
. + + T 0Y,, 0Z
calcul de —glf a partir de Z;'n ; DF;'n =QZ' —glf—gliQZ' (selon option)
e e el
0z 0z, OEj
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L’option FORC_NCDA
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Au niveau des équations continues, l'option FORC _NODA correspond au calcul de [I'opérateur

R = Q" X .Au niveau discret, I'option FORC_NODA revient a calculer le vecteur RZ' =Q,

el

—el
g .

Comme nous avons déja noté que X dépend non seulement de Z, mais aussi de Z il ne faut pas

s’étonner de voir apparaitre le pas de temps At et les contraintes a la fois au temps + et au temps —.
L’algorithme de Newton-Raphson de la commande STAT_NON LI NE utilise I'option FORC_NODA pour
le calcul de la prédiction au début de chaque pas de temps. Il n’est donc pas anodin de calculer
correctement tous les termes pour cette option, y compris ceux qui dépendent du pas de temps. Nous
illustrons cette question par un exemple simple correspondant a la seule équation de I'hydraulique.

Soit une version simplifiée de I'équation hydraulique :
(A0 + [ MOpTdRE Ry p”
Joge P dQ+ [ MDp ext P
Aprés discrétisation en temps :
- [ Amp'dQ +At[ (oM* +(1-O)M~)pdo= F&p"

Faisant  apparaitre @~ AM=M"-M etAp=p " —-p , et écrivant une
comportement : Am = NAp, on trouve :

-1, NApp dQ +At6[ AM Op'do= ES p™- At MT pdQ
Par définition la phase de prédiction STAT_NON_LI NE s’écrit :
KoAuo = Feit _QTGO

Il est alors clair que I'on doit prendre IQTOO p*dQ = —AtIM_ Dp*dQ
Q Q

loi de
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Discrétisation spatiale

Les éléments finis THM d’Aster sont des éléments mixtes, dans le sens qu'ils ont a la fois des
inconnues de déplacements, de pressions et de températures. Un choix de discrétisation ou les
déplacements, les pressions et les températures sont interpolés avec le méme ordre d’approximation
conduit a des oscillations, surtout pour des choix de pas de temps trop petits par rapport a la
discrétisation en espace On consultera a ce sujet par exemple [bib10]. Ce probleme est également en
rapport avec la maniére de calculer la matrice dite de masse, et on pourra consulter a ce sujet [bib14].
Nous donnons par ailleurs en annexe, pour illustrer notre propos, la solution pour le premier pas de
temps d’'un probléme de consolidation mono dimensionnel avec une interpolation P1P1. On voit que
pour un petit pas de temps, elle est trés oscillante.

Pour cette raison, les éléments quadratiques THM sont des éléments en P2P1, c'est-a-dire que
I'interpolation des déplacements est quadratique et celle des températures et pressions est linéaire.
Nous avons néanmoins gardé toutes les inconnues sur tous les nceuds, y compris les noceuds milieux,
mais nous avons imposé dans le calcul des matrices de rigidité que la pression d’un nceud milieu de
segment soit égale a la demi somme des nceuds sommet du segment auquel il appartient.

Par ailleurs, dans la programmation, nous avons tenu compte de la propriété suivante :

Soit s un nceud sommet, Wi sa fonction de forme en tant qu'appartenant a un élément linéaire (par
exemple QUAD4), et WS2 sa fonction de forme en tant qu’appartenant a un élément quadratique (par

exemple QUADS). Soit na le nombre d’arétes ayant s comme extrémité et W,ia la fonction de forme de
I'interpolation quadratique attachée a un noeud milieu d’aréte, on a alors la relation :

) na W2
=i+ 5 o

ma=1

Ceci dit, et y compris en interpolation P2P1, des conditions de non oscillation existent sur le pas de
temps. [bib10] donne la relation :

AX?
20C,

At >

KE(L-V)
Py (1 + v)(l -2V

ou C, estle coefficient de consolidation : C, = ) , k étant la perméabilité mesurée en

m/s.
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Annexe 1 Probléme mono dimensionnel P1P1

On considére un probléeme de consolidation unidimensionnel dont les inconnues ne varient qu’en fonction de la
seule variable d’espace X.

Un domaine rectangulaire de longueur L, est rempli d’un matériau poreux de coefficients de Lamé A et WU, de

1
coefficient de biot b et de module de biot N = V et de conductivité hydraulique )\h . La masse volumique du

ou
U le déplacement dans la direction X, € =— la déformation,

fluide est notée p. On note O la contrainte O 3
X

xx !

p la pression, m I'apport massique en fluide, M le flux de fluide.
Les conditions aux limites sont :

en Xx=0:0=0 ;p=0

en Xx=L:u=0 ;p=1pourt>0

Les conditions initialesen t =0 sont 0 =uUu = p =0.

La mise en équation donne :
Equilibre mécanique et élasticité linéaire : 6 = (A +2u)e —bp =0

_ om oM
Conservation de lamasse : —+——=0
ot  ox
Loi de Darcy: M = —)\hpa—p
154

Couplages : m_ Np +be
P

Nous faisons une discrétisation en temps implicite et nous nous intéressons au calcul du premier pas de
temps :
On obtient le systeme de deux équations :

= (A +2p)e(u) ~bp =0
p+be—-AAtAp =0

La formulation variationnelle mixte de ce probleme est :

0+ 20)ee(ur)-bpe(u] =0 ary

B [Npp +be(u)p +A,AtUplp ]: 0 Up éq An 1-1
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Concernant la discrétisation spatiale, nous découpons le milieux en N éléments finis. Les nceuds de 'élément i
sont i et i+1. On note ui et p; le déplacement et la pression du premier nceud de I'élément e, ue2 et pe2

déplacement et la pression de son deuxieme nceud. On suppose que l'on utilise des éléments finis P1P1, c'est a
dire que les déplacements comme les pressions sont interpolés linéairement. La discrétisation de la premiere
équation donne alors :

2_u1

U —u u
R RO

e

0
b pe + pe D 0
AX 2 0

D’ou I'on déduit :

1 2
( 2 —Ul): bAX  p, + P, Me
A+20 2 éq An 1-2

La discrétisation de la deuxiéme équation donne :

_ 1
p +p %U e+N pe eD_l_)\Atz p peA pe:0
X

Eny portant [ég An 1-2], on trouve :

*2 1 2 1 2
+ e e = Pe\PZ - p;)=
SRR e L)

€q An 1-3

Si  maintenant, nous faisons tendre le pas de temps vers zéro a pas despace constant,

At b’ ) s
Ap— <<EN+ et [ég An 1-3] se réduit a :
JAVS A+2u

*2 A 2)_
d\petpep+p;)=
e
On introduit une numérotation globale des nceuds et inconnues de pression :
1_ . N2 —
p] - pJ ) pJ - pj+1
On peut voir que cet ensemble de relations donne finalement :

[P, =0

O .

[P +2Pjeg + Pisp =0 OO [18 1]
Elpnﬂ =1
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La solution de cette suite est :

O _J-1
%pzj—l_ n

0y, =-21~1
g2 2n

Ce qui donne la répartition de pression suivante :

Pression au premier pas de temps

1,5
1 4
0,5 -

A titre indicatif, nous donnons ci dessous une comparaison de résultats numériques obtenus avec des éléments

P1P1, P2P2 et P2P1.

— -

I e e e

0oo AVJ”\VK\ A

L
S

i T
O —~F == -mF - e e e m - mm—— - - - - m-F---F----EFEE==—x

e e i e

0.00
On voit que I'élément P2P1 n’enléve pas l'oscillation, mais I'atténue sensiblement.

=
]

040

[eE]

-- Q8

=

Qg PZF1
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