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Relations de comportement élasto-visco-plastique
de Chaboche

Résumé :

Ce document décrit l'intégration du modéle de comportement élasto-visco-plastique de J.L. Chaboche a
écrouissage cinématique non linéaire et isotrope. Deux versions du modéle sont disponibles dans le
Code Aster:

e une version a une ou deux variables cinématiques, introduite récemment, prend en compte toutes les
variations des coefficients avec la température, et possede un effet d’écrouissage sur les variables
tensorielles de rappel. Cette version permet également de modéliser (de fagon facultative) le caractére
visqueux du matériau (viscosité de Norton). Elle est intégrée par la résolution d’une seule équation
scalaire non linéaire.

Ce modéle est disponible en 3D, déformation plane, axisymétrie. La modélisation en contrainte plane
utilise une méthode de condensation statique (de Borst).

e une version a deux variables cinématiques qui existe dans le Code_Aster depuis la version 2, qui ne
prend pas en compte toutes les variations des coefficients par rapport a la température, mais qui a été
utilisée pour plusieurs études, et pour laquelle on dispose de jeux de parameétres identifiés. Cette
version est intégrée dans I'environnement PLASTI. Elle ne permet pas de modéliser la viscosité.

Elle ne prend pas en compte d’effet d’écrouissage sur la variable tensorielle de rappel.
Ce modele est disponible en 3D, déformation plane, contrainte plane et axisymétrie.
On donne aussi des éléments pour identifier les coefficients de la relation de comportement.
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Modéles élasto-visco-plastiques de J.L. Chaboche
disponibles dans le Code Aster

Pour le calcul de structures soumises a des chargements cycliques, les écrouissages isotrope (linéaire
ou non) et cinématique linéaire classiques [R5.03.02] et [R5.03.16] ne sont plus suffisants. En
particulier, on ne peut pas décrire correctement les cycles stabilisés obtenus expérimentalement sur
une éprouvette de traction soumise a une déformation imposée alternée ou une traction-compression.

Si on cherche a décrire précisément les effets d’'un chargement cyclique, il est souhaitable d’adopter
des modélisations plus sophistiquées (mais simples d’emploi) telles que le modeéle de Said Taheri, par
exemple, cf. [R5.03.05], ou bien si le nombre de cycles est limité le modéle de Jean-Louis Chaboche
qui est présenté ici.

En réalité, le modéle de J.L. Chaboche peut étre plus ou moins sophistiqué. Les modéles développés
dans le Code_ Aster comportent soit une variable cinématique (VI SC _Cl N1_CHAB) soit deux
(VI SC_C N2_CHAB et CHABOCHE) , et de I'écrouissage isotrope.

Le choix d'utiliser deux variables cinématiques complique certes le modéle, mais permet d’identifier
correctement les essais uniaxiaux dans une plus large gamme de déformations [bib2], [bib7]. Un
certain nombre d’indentifications des paramétres de ce modéle ont été effectués principalement pour
les aciers inoxydables A316 et A304 ([bib7], [bib8]).

Les modeles comportent 8 paramétres (une variable cinématique) ou 10 (deux variables
cinématiques), introduits dans la commande DEFI _MATERI AU :

CI NL_CHAB (O N1_CHAB_FO = K

¢ RO = RO,

¢ R = R, (inutile si B=0)
¢ B = b , (défaut : 0.)
¢ CI = cl,

¢ K = k (déf aut 1.)
o W = W, (déf aut 0.)
¢ GO = G0,

o Al = Al, (défaut : 0.)

)
G N2_CHAB (G N2_CHAB FO = K

¢ RO = RO,

0 R = RI, (inutile si B=0)
¢ B = b , (défaut : 0.)
¢ Cp| = CL_I,

¢ 21 = c_l,

¢ K = k , (défaut 1.)
o W = w , (défaut 0.)
¢ GO = GL_0,

¢ @0 = &_0,

¢ Al = Al , (défaut : 0.)

)

Les 8 ou 10 paramétres sont des constantes réelles. Tous ces paramétres peuvent dépendre de la
température (mots clé C N1_CHAB FO ou C N2_CHAB FO) et les valeurs attendues sont de type
fonction.
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Dans le cas ou l'on veut introduire en plus de la viscosité (modéles VI SC Cl N1_CHAB et
VI SC_Cl N2_CHAB), il faut également fournir dans la commande DEFI _MATERI AU, sous le mot-clé
LEMAI TRE (ou LEMAI TRE FO) les parametres N et UN SUR K, qui peuvent dépendre de la
température.

Le paramétre UN_SUR_Mdu mot-clé LEMAI TRE (respectivement LEMAI TRE_FO) doit obligatoirement
étre mis a zéro (respectivement a la fonction identiquement nulle). En I'absence d’'un des mots-clés
LEMAI TRE ou LEMATI RE_FO, le comportement est présumé plastique.

Le modele CHABOCHE est un modéle a deux variables cinématiques avec écrouissage isotrope, mais
sans l'effet de I'écrouissage sur le terme de rappel et sans prise en compte de la variation de C, et C,
avec la température. Les caractéristiques de I'écrouissage sont données par 9 constantes, introduites
dans la commande DEFI _VATERI AU:

CHABOOHE = F  (

¢+ RO = R 0,
¢ RI RI,
¢+ B = b,

¢ K Kk,

¢ W = W,

¢ Al Al,
¢ A2 = A2,
¢« C C1,
¢ 2 = (074

)

Dans ce cas les caractéristiques ne dépendent plus de la température depuis la version 5, car ces
variations étaient mal prises en compte par ce modéle.

L’emploi de ces lois de comportement est accessible dans les commandes STAT_NON LI NE ou
DYNA _NON_LI NE par les mot-clé VI SC_Cl NL_CHAB, VI SC_Cl N2_CHAB ou CHABCCHE de COVP_I NCR

Dans la suite de ce document, on décrit précisément les modeles VI SC CI N1 _CHAB et
VI SC O N2_CHAB. On présente ensuite le détail de son intégration numérique en lien avec la
construction de la matrice tangente cohérente. On décrit aussi succinctement I'intégration du modéle a
deux variables cinématigues CHABOCHE. Enfin, on donne également quelques éléments pour
l'identification des caractéristiques du matériau.
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Modeéles VI SC CI N1 CHAB et VI SC Cl N2 CHAB

2.1

Description des modeles

A tout instant, I'état du matériau est décrit par la déformation €, la température T, la déformation
plastique €P, la déformation plastique cumulée p et le tenseur de rappel X. Les équations d’état

définissent alors en fonction de ces variables d’état la contrainte 0 = o”Id + & (décomposée en
parties hydrostatique et déviatorique), la part isotrope de I'écrouissage R et la part cinématique X :

ol = %tr(c) =K tr(s —Eth) avec €M =q (T—Tréf) Id éq 2.1-1

6=o—aHId=2/J(§ —sp) 6q2.1-2
R=R(p) 69 2.1-3
X:X(p,é‘p):Xl(p,ep) +X2(p,£”) éq2.1-4

ou K,U,a et les coefficients de X(p) et R(p) sont des caractéristiques du matériau qui peuvent

dépendre de la température. Plus précisément, ce sont respectivement les modules de compressibilité
et de cisaillement, le coefficient de dilatation thermique, les fonctions d’écrouissage isotrope et

cinématique. Quant a Tref, il s’agit de la température de référence, pour laquelle on considére la
déformation thermique comme étant nulle.

Remarque :
Pour le modéle VI SC_CI N1_CHAB on ne considere que la seule variable tensorielle X, ( p) donc

X, ( p) = 0. Ceci reste valable pour toute la suite : on décrira formellement les deux modéles de
la méme facon, le modele VI SC_Cl N1_CHAB se déduisant de VI SC_Cl N2_CHAB en supposant

Xz(p)ZO.

L’évolution de la déformation plastique est gouvernée par une loi d’écoulement normale a un critére de
plasticité de von Mises :

F(o,R,X) =(5’—X1 _X2)eq —R(p) avec A, = %KK éq2.1-5
P — O_FZE 0-X, -X, A .
€ A 0 A (6’—X1 —Xz) eq 2.1-6

.2
p=A= gsp:sp éq2.1-7

Quant au multiplicateur plastique /1 , il est obtenu par la condition de cohérence :

{g F<0 ou F<0 A=0
6q2.1-8

si F=0 e F=0 A20
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Remarque :

L’évolution des variables X, et X, est donnée par :

2
X, = ECI (p)alo

2
=36 (p)as, 6q 2.1-9

a, = &° - yl(p)alp
a, = €° - Vz(P)azp

e
[

Les fonctions  C(p) y(p) et R(p) sont définies, conformément a [bib2] par :
R(p) = R, + (RO - Rm)e'bp
c(p) = (1 + (k-1) e™)
Cz(p) = C2°°(1 + (k—l) e_wp)
) = ¥ (aoo +(1-a,)e™ )
Y (aoo +(1 —am)e_b” )

La présence de viscosité peut se modéliser de fagon simple (cf. Lemaitre et Chaboche [bib2]) en
remplagant la condition de cohérence [éq 2.1-8] par :

p:(@JN éq2.1-10

>~
—
S
~
I

K

<F> partie positive de F' (crochets de Macauley)

K, N caractéristiques de viscosité (Norton) du matériau

On laisse inchangées toutes les autres équations du modeéle. On verra qu’une telle introduction de la
viscosité n’entraine que des modifications mineures de I'algorithme d’intégration implicite de la loi de
comportement.

Remarque :

La définition de X, et X, sous la forme [éq 2.1-9] :

« permet de garder une formulation qui prenne en compte les variations des parametres avec la

température sans introduire de terme en T comme dans [bib.4], de la méme fagon que le
modeéle de Chaboche viscoplastique. Ces termes sont nécessaires car leur non prise en
compte conduirait a des résultats inexacts [bib4].

e« permet davoir une écriture cohérente avec l'expression thermodynamique du potentiel
plastique [bib2] (p.221).
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Remarque :

Signification des fonctions C, ( p), yl( p), (68 (p), y2( p),R( p) :

on constate que les fonctions C, (p), yl( p), C, (p), yz(p),R(p) intervenant dans les équations
précédentes permettent toutes les trois de modéliser différents effets d’écrouissage non linéaires.
L’introduction de I'écrouissage, soit au niveau de la partie cinématique, par C( p), Soit au niveau

du terme de rappel, par la fonction y( p), n'a pas le méme effet sur les essais d’identification

[bib2]. L'utilisation d’'un modéle avec y( p) permet en particulier d’identifier plus facilement de

forts écrouissages cycliques. Plusieurs travaux d’identification des coefficients des modeéles de
Chaboche ont d’ailleurs été effectués sur la base du modele avec un écrouissage représenté par

y( p) ([bib5], [bib6]), en particulier pour I'acier inoxydable A316L.

Intégration des relations VM S CI N1_CHABet VM S_Cl N2_CHAB

Pour réaliser numériquement I'intégration de la loi de comportement, on effectue une discrétisation en
temps et on adopte un schéma d’Euler implicite, réputé approprié pour des relations de comportement
élastoplastiques. Dorénavant, on emploiera les notations suivantes: A , A et A4 représentent
respectivement les valeurs d’'une quantité au début et a la fin du pas de temps considéré ainsi que son

incrément durant le pas. Le probléme est alors le suivant : connaissant I'état au temps ¢ ainsi que
les incréments de déformation A€ (issus de la phase de prédiction (cf. doc R STAT_NON LI NE

[R5.03.01])) et de température AT, déterminer I'état des variables internes au temps ¢ ainsi que les
contraintes O .

On prend en compte les variations des caractéristiques par rapport a la température en remarquant
que :

K _
ol =— o +k tr(As —Ae“‘) é6q 2.2-1
K
& H = = _AeP) = ¢ — > .
o= I () +2,LI(A8 Ag ) =0° -2 UAE éq 2.2-2
avec
. M

0°=-——-0 +2uA€
U

Au vu de 'équation [éq 2.2-1], on constate que le comportement hydrostatique est purement élastique
si K est constant. Seul le traitement de la composante déviatorique est délicat.

En I'absence de terme visqueux, la relation de cohérence discrétisée est :

Régime élastique : F <0 et Ap =0
Régime plastique: F' =0 et Ap =0

En revanche, en présence de viscosité, la condition de cohérence est remplacée par I'équation
[ég 2.1-10] qui, discrétisée, s’écrit :

%) o)
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Autrement dit, en posant :

/N
F=F —K(A—p]
At

incrément de déformation viscoplastique cumulée est déterminé par :

Régime élastique : F<0 et =0
g g ﬁ 0 Ap éq 2.2-3

Régime viscoplastique : et Ap=0

Finalement, en adoptant une discrétisation implicite, la seule différence entre les lois de comportement
plastique et viscoplastique réside dans la forme de la fonction de charge F' : on y observe un terme
complémentaire en cas de viscosité. En fait, la plasticité incrémentale apparait comme le cas limite de
la viscoplasticité incrémentale lorsque K tend vers zéro. Cette convergence a déja été décrite par
J.L. Chaboche et G. Cailletaud dans [bib3].

Dans la suite de ce paragraphe, on détaillera donc l'intégration de la loi viscoplastique. Pour retrouver
le cas du comportement plastique, il suffit de prendre K =0 dans les équations ci-dessous (on
rappelle que I'utilisateur pour se placer dans ce cas doit obligatoirement enlever le mot-clé LEMAI TRE
ou LEMAI TRE_FOde la commande DEFI _ MATERI AU).

~ ~e 2,
6-X,-X,= 0 —(Cq,

2 2
; —Zca; —2ube” —3(c1m1+ C,00,)

3

Les équations d’écoulement [éq 2.1-6] et [éq 2.1-7], une fois discrétisées, et la condition de cohérence
[éq 2.2-3] s’écrivent (en remarquant que p = A):

e 2 -2 - 2 2
3 (o) —gClal —ngaz —2ube® —gclml —ECZAC( 2
Ag? IEAp > > > > éq2.2-4
o‘--Coa; ——Ca, 2u® —Cha, —Cha,
3 3 3 3 o
F<0 Ap =0 1~3Ap=0 éq2.2-5

Le traitement de la condition de cohérence (équation précédente) est classique. On commence par un
essai élastique (Ap = 0) qui est bien la solution si le critére de plasticité n'est pas dépassé, c'est-a-

dire si :

(6’3_%Cl(p_)dl_ —%Cz(p')az‘)eq —R(p‘)<0 éq 2.2-6
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Dans le cas contraire, la solution est plastique (Ap >0) et la condition de cohérence se réduit a
F = 0. Pour la résoudre, on montre qu’on peut se ramener a un probléme scalaire en exprimant AeP

et Aa,,Aa, en fonction de Ap. En regroupant les équations du probléme issu de la discrétisation
implicite, on obtient le systéme d’équations :

) 2 2 A 1/N
(68 _ECIGI ‘5020‘5 — 2 LAEP ~5 Gy —§C2Aa2j = R(p)+K(—pj éq 2.2-7
eq

At
22 2 2
; O —gCldl —gczaz —2uAeP _gclAal_ECZAGZ
Ae? -3 3 éq 2.2-8
’(p)+ (22
!
Aa, = LAe? - ya
1 yia,bp éq 2.2-9
Aa, = DeP - y,a,lp

Dans cette écriture, il faut bien noter que p=p +Ap et o, =d, +AX, et que C, ), sont des

fonctions de p. En considérant les trois derniéres équations, ce systéme linéaire en Ag? et Ad; peut
se résoudre pour exprimer ces quantités en fonction de Ap . En effet, il est équivalent a :

/N
AeP| R(p) +3ubp + K(%j = Apb&e -C,a, —C,a, —CiAay — CzAdzj éq2.2-10

Ao \l+y, Ap) = NeP — ya A
1( 14 p) 4 1_ \D 6q.2.2-11
Do, (1+y,Bp) = Be” - y050p

En calculant ClAal et CzAazet en les remplagant dans I'expression de AgP on obtient une
expression de A€P en fonction de Ap seulement :

B S N W O /N FL A P_ -
clAal_(HylAijs { Ty A = M,(p)ae? - M,(p)y; Bpay

[ G p |G Y 0slp| _ p_ - éq 2.2-12
GAa, —[1+y2 Apj& ( +v. Ny v, A = Mz(P)As Mz(P)Vz Apa;

avec Mi(p) = %
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En reportant cette expression dans I'expression de AgP on trouve :

! i [%Apﬁe —AP((Cl - M yibplag +(C; —szzAp)Oli)j
R(p)+(3u+M, "‘Mz)AP"'K(AZ;j

AgP =

ce qui se simplifie en :

1 3
P = — =€ __ - - i ]
fe D(p)(Z &p o Ap(Mlo’l + M, 0‘2)) éq 2.2-13
avec :
1/N
D)= R+ 6+ 1, 0) 1o + £ 22)

Il ne reste plus maintenant qu'a remplacer A€P dans les expressions de C,Ad, et C,Ad, pour
exprimer ce terme en fonction de Ap par :

M (3 _ _ _
CIAGI :?(EApO'e —Ap(Mldl +M2(1 2)) _Mlyl Apdl

M, (3 . _ _ -
GAa, =?2(5Apoe ‘AP(M1G1 +Mya 2)) — M,y Bpa

puis de substituer I'expression obtenue ainsi que Ag? en fonction de Ap dans I'équation F= 0, et
on obtient une équation scalaire en Ap a résoudre, a savoir :

o\ (e 22 b 2 2 a N
F(p)=|8®-ZCa] —=Cya, —24he? -ZChay —=Cyha, | —R(p)-K|==] =0
3 3 3 3 o Nt
ce qui se simplifie en :
1/N
R(p)+K(Apj /N
F(p)= &t 5° -2 Ma1 -2 M,a; -R(p)-K L) 20 eq22s
D(p) 37t 3T At

Cette équation scalaire en Ap est résolue numériquement, par une méthode de recherche de zéro de
fonction (méthode de sécantes que I'on décrit brievement dans I'annexe 2).

Une fois déterminé Ap, on peut calculer AgP a 'aide de 'équation [éq 2.2-13] puis Ad;, et Ad, &
l'aide des équations [éq 2.2-11]. Il ne reste plus qu’a calculer le tenseur des contraintes, par les
équations [éq 2.2-1] et [éq 2.2-2], et & actualiser les variables internes a, et O, .

Remarques :

 un cas limite intéressant (pour la validation de ce modéle) se présente en posant y, =0. On
se retrouve alors exactement dans la situation de I’écrouissage cinématique linéaire (si
R(p) = g, [R5.03.02]) ou de I'écrouissage mixte pour R(p) quelconque (cf. [R5.03.16]),

e ces modéles sont également disponibles en contraintes planes, par une méthode globale
(condensation statique due a R. de Borst) [R5.03.03].
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2.3 Calcul de la rigidité tangente
Afin de permettre une résolution du probleme global (équations d’équilibre) par une méthode de
Newton [R5.03.01], il est nécessaire de déterminer la matrice tangente cohérente du probléme
incrémental.
Cette matrice se compose classiquement d’'une contribution élastique et d’'une contribution plastique :
oy & 2 el 8q 2.3-1
- = - éq 2.3-
3 x M= a
avec 0° = 0 +2AE? |, ce qui redonne en particulier G¢ = L_ 0 +2uNE
On en déduit immédiatement qu’en régime élastique (classique ou pseudo-décharge), la matrice
tangente se réduit a la matrice élastique :
o & 8q 2.3-2
—_— = e O~
& & a
Pour cela, on adopte une fois de plus la convention d’écriture des tenseurs symétriques d’ordre 2 sous
forme de vecteurs a 6 composantes. Ainsi, pour un tenseur a :
t
a=\|a, a, a, ﬁaxy ﬁaxz ﬁayz éq 2.3-3
Si on introduit en outre le vecteur hydrostatique 1 et la matrice de projection déviatorique P :
t
1=t 110 0 0 éq 2.3-4
1
P=Id—§1 1 éq 2.3-5
ou [ est le produit tensoriel
Alors la matrice de rigidité tangente cohérente s’écrit pour un comportement élastique :
J o K1OK 2uP 8q 2.3-6
= e O
J7/AY H g
En revanche, en régime plastique, la variation de la déformation plastique n’est plus nulle.
On dérive par rapport a G°¢, sachant quona:
Ae? ANe? ¢ Z,Ucﬂsp p 0 2.3.7
= . = . éq 2.3-
CE Fo o s 1 b o
S espace des tenseurs symétriques
P projecteur sur les déviateurs
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ANeP

Pour calculer , on utilise I'expression de AgP en fonction de G, etp:

I (3 - -
AeP = DOp )( Ap G, Ap(Mlo(1 +M2a2)j

ce qui s’écrit sous la forme :

AgP = A(p)CNIe +Bl(p)al_ +Bz(p)a§

Donc:
eP (p). Bi(p) By(p)
= = A(p)ld+&° 0—~ %e 0 af ;ae az
y a(p) o alp) sp) &
Les quantités du type se calculent a l'aide de : % = » &

Finalement, il ne reste plus qu’a calculer la variation de p : —e

On utilise pour cela : l?(p,ﬁ'e)= 0

R(p)+K(AijN (N

At
D(p)

=~ ~ 2 _ 2 _ A 1/N
F(p.8e)= —y M0, ‘gMzazj —R(P)—K(—pj =0

3

N ?e ,8°¢
Fp(p,ﬁe)qp = —F (pNe)éc‘J = ) éq2.3-8
’ F,p(g;,o j

Le détail des calculs est donné en annexe 1.

La matrice tangente initiale, utilisée par l'option R G _MECA TANG est obtenue en adoptant le
comportement du pas précédent (élastique ou plastique, signifié par une variable interne § valant 0 ou
1) et en faisant tendre Ap vers zéro dans les équations précédentes.
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2.4 Signification des variables internes
Les variables internes des deux modéles aux points de Gauss (VELGA) sont :

* V1 =p:ladéformation plastique cumulée (positive ou nulle)
e V2 =¢:valant 1 sile point de Gauss a plastifié au cours de I'incrément ou 0 sinon.

Les variables internes suivantes sont, pour la modélisation 3D :

»  Pourle modéle VI SC C N1_CHAB

- V3 = alxx
- V4 = alyy
- Vo = alzz
- V6 = alxy
- Vi = alxz
- V8 = alyz
»  Pourle modéle VI SC_ G N2_CHAB
- V3 = 24P
- V4 = alyy
- Vo = alzz
- V6 = alxy
- Vi = Ay
- V8 = alyz
- Vo = aZxx
- V10 = azyy
- Vi1l = a,..
- V12 = am
- V13 = a,..
- Vi = 0’2)/,2

Pour les modélisations C_PLAN, D_PLAN, et AXI S :

SS5S
I
o o
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Modéle a deux variables cinématiques : CHABOCHE

3.1

Description du modéle

Ce modéle comporte deux variables tensorielles qui décrivent la part cinématique de I'écrouissage :
X =X +X,. Les équations du comportement sont alors :

o = %tr(o) =K tr(s —sth) avec €M =g (T-Tref) Id éq 3.1-1

6=o—aHId=2u(§ —a") 6q 3.1-2
R=R(p) €q3.1-3
X=X1(p,£p)+X2(p,£‘p) éq3.1.4

ou K,U,a et les coefficients des fonctions R(p), Xl(p) et X, (p) sont des caractéristiques du

matériau qui peuvent dépendre de la température. Plus précisément, ce sont respectivement les
modules de compressibilité et de cisaillement, le coefficient de dilatation thermique, les fonctions

d’écrouissage isotrope et cinématique. Quant a Tref, il s’agit de la température de référence, pour
laquelle on considére la déformation thermique comme étant nulle.

L’évolution des variables internes est gouvernée par une loi d’écoulement normale a un critére de
plasticité :

F(o,R.X,X,) = (6 - X, —Xz)eq -R(p)  avec A, = %K:K éq 3.1-5

éq3.1-6

. 2., .
p=A =w/§8p:8p 6q 3.1-7

Quant au multiplicateur plastique /\ , il est obtenu par la condition de cohérence :

{si F<0 ou F<0 A=0
éq3.1-8

si F=0 e F=0 A=0

L’évolution des variables X; est donnée dans le modéle CHABOCHE par :

: 2 ) . .
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Les fonctions ¢(p) et R(p) sont définies par :
#(p) =1+ (k ~1)e™)
R(p) = R, + (R, = R,)e™

Intégration de la relation de comportement CHABOCHE

Comme pour les relations de comportement VI SC_Cl N1_CHAB et VI SC_Cl N2_CHAB, on adopte un
schéma d’Euler implicite. On prend en compte les variations des caractéristiques élastiques de la
méme fagon que précédemment [éq.2.1-1], [éq.2.1-2].

On commence par un essai élastique, en prenant pour champ de contraintes :

5=t & +2une

qui est bien la solution du probléme si :

o° —%Cl(p_)al_ —% 2(p_)(12_ —R(p_) <0

Dans le cas contraire, la solution est élastoplastique. Il faut alors résoudre le systéme d’équations non
linéaires suivant :

Aﬁ—(i_—ljﬁ' - 24{pe - eP) =0
U

2
AXy =3 1:1¢(p)Ae? + C;X10p =0

AX, —% Cyar¢(p)DEP + C, X, 0p =0
(6-%;-X,), —R(p)=0

que I'on peut écrire de fagon plus contractée sous la forme suivante :

g(Ay) Ao

ey | h(ay) | Ax,
F (Ay)—O— ; Ay) avec Ay = AX,
j (o) Ap

On résout ce systeme par la méthode de Newton proposée dans I'environnement PLASTI, (décrit en
détail dans [R5.03.10]), soit :

/
Ay =Dy, +d (Ayk)

d (av,)=-F'(ay;)

En itérant en & jusqu'a convergence. Cette résolution a lieu pour chaque point d’intégration.
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La résolution nécessite le calcul du Jacobien du systéme local F'*. On donne son expression générale
ci-aprés ; les calculs analytiques ne sont pas détaillés dans ce document.

g X x X

oh oh oh oh

Mo ADX, DX, dp
J=| a a a a
Ao AMX, NX, dyp
g g g g
Mo NX, NX, dyp

3.3 Opérateur de comportement tangent

Aprés résolution du systéme discrétisé précédent, la solution obtenue est telle que
I'équation (Fl(Ay) = 0) est vérifiée en fin d'incrément. On cherche a évaluer I'opérateur tangent en

a\ 0')

ce point, c’est a dire (—
P 17/A¥:5

t+NAt

Pour une petite variation de Fl, en considérant cette fois A& comme variable et non comme

parametre, le systéme reste a I'équilibre et on vérifie dFZ =0, c'est-a-dire :

aF! oF" aF! aF! oF"
%&aJr%&HdAXI &Xﬁo’AXz AX, +dTpcKp =0
Ce systéme peut encore s'écrire :
Hd\e
oF! °
o_,Tyé(Ay)ZX, avec X =| 0
0
L 0 .

Ce systéme d’équations peut se mettre sous la forme :

Kdo=Hoe
d'ou I'opérateur tangent recherché :
(a”AJj e
e Y

On est conduit a réutiliser la méme matrice jacobienne J que précédemment pour évaluer I'opérateur

tangent. Le calcul de K_lest effectué numériquement par une méthode de décomposition de Gauss.
Son expression est détaillée en annexe 1.
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3.4 Signification des variables internes

Les variables internes du modéle aux points de Gauss (VAR _ELGA) sont, pour la modélisation 3D:

* V13 =p: la déformation plastique cumulée (positive ou nulle)

Pour les modélisations D_PLAN, et AXIS,

4 Comparaison des modéles VM S Cl N2 CHAB et CHABOCHE

La principale différence entre les modéles VI SC_Cl N2_CHAB et CHABOCHE concerne I'évolution des
variables cinématiques.

Dans le cas VI SC (I N2_CHAB, on a :
. 2. . 2 . 2 . .
X; = E(Ciai +Ciai):(gciai "'ECI'(P) g’ ‘%(P)Xipj
Dans le cas CHABOCHE, on a :

X, = C (% a; dp) g - X,.pj, i=12

Ces deux modeéles ne sont pas équivalents : en particulier, la variation des coefficients avec la
température n’est pas bien prise en compte dans le modele CHABOCHE.

Dans le cas particulier ou les coefficients C,sont constants, les deux modéles sont équivalents. Pour
cela, il faut choisir :

. yi(p):Cl. ce qui implique : }/io :Ei,aoo =1
. C.

l(p) =C7 = (_?l-al- et w=0, a cause du terme supplémentaire : ECZ-G qui permet de

prendre en compte la variation de C; avec la température et avec la déformation plastique
cumulée p.
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5 Principe de I'identification des parameétres du modéle.

Dans le cas le plus simple (une seule variable cinématique, y; = cste,C; =cste ,R(p) = Uy) les

coefficients du modéle );,C; peuvent étre identifiés sur un essai de traction simple uniaxial, ou bien
sur une courbe d’écrouissage cyclique.

En effet dans le cas uniaxial, le modéle se réduit en 1D a [bib2] :

Xm = Cl d&‘p—ylxlfdé‘p, E:il

‘O'—XI‘ =0,

que I'on peut intégrer (en chargement monotone) de la maniére suivante :

C C

X, = {—1+[X10 —f—lj exp(—fyl(é‘p—é‘({))), =+l
N N

U:.;‘Jy + X,

C
dont 'asymptote de la courbe de traction permet d’obtenir 71 par:
1

C C
el L o Xl —>§(_1 dOﬂCJ—»Z(Jy +_1j
N n

et dont la pente a I'origine fournit C; (Si XIO = 0) :
gp -0 Xl —>Cl _lelOE XIO:CI _lel{

Pour un modéle a deux variables cinématiques, sans écrouissage isotrope, une courbe de traction
permet encore de retrouver ces relations :

Cl C2 o
el 0 g § o, +|— +—=]|| etlapente alorigine vaut C; +C,
\non

Mais en dehors de ces cas simples une identification numérique est nécessaire pour obtenir les
parameétres. On pourra faire cette identification par exemple sur des essais de traction compression a
déformation imposée.
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Annexe 1 Matrice de comportement tangente pour les modéles
VMS CIN1 CHAB et VM S ClI N2_CHAB

ANeP

Pour obtenir le comportement tangent dans le cas élastoplastique, il faut calculer [éq 2.3-7].

€

On utilise pour cela I'expression de A€P en fonction de a'e et p, qui s’écrit sous la forme :

20(p) "¢
*(,) = Mi(P)
7=
¢(v)
il )_1+%(£)Ap

Do) = R+ Garr )+ {22

donc :

*

30p ]
P 5( *
ae? _ 3tp . \20(0p) e, Bi(p) I+5B£(ep)50(£

- a
& 20(p) &° &
A A
Les quantités du type d;éf) se calculent a 'aide de : &ff) = d(f) ge

Ces différents termes s’expriment par :
d)
22?(19) :%1 (p) avec 1{p)=—1 - D’(p)) Ap

B, (p) __M;(p)
» D(p)

Il reste a calculer : E

17 T:,ae (p G* )

On utilise donc, suivant [éq 2.3-8] : — -
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tor)esubpor) a2 <l %)
R CARIC LR A
B

= AG° + B0 +B-d> — At ==
avec S = 40" + B,a; +B,0d, A D(p) ; 3 D(p)
Alors, en posant R (p)— R(p)+K(%)
3R, (p) S R _
&P __ (,;f’e (p‘,ﬁ'e) _ 9 D(pp) Seq :_E DSeq (AO' + B,a, +BzG2)
@ Gpo R 28 s k() 2 25 s, k()
_ 31,(p)3° + Ly (p)ay + Ly, (p)at;
2 L5(p)
avec L,(p)= DZIZ;)(f?geq _ A;e(;?)
Lao)= 285, o) La(p)= 242 5,5}
(0)=2 3 (oo + Bi(okar + 3z} rip)- (22
Finalement, eP se met sous la forme :
&:ep % A(p)Id+ (fs(p)ﬁe +1,(p)ag +1,0(pJaz) 0G°
( H)G® +H, )Da{
( ¢+ Ha )Daz'
15(p)=-21(p) 28 = 0
iy
=3 2310 ) - 2l
=3 =3B 3l
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Annexe 2 Résolution de I’équation f(Ap) =0

Il s'agit de résoudre une équation scalaire non linéaire en cherchant la solution dans un intervalle de confiance.
Pour cela, on se propose de coupler une méthode de sécante avec un contréle de I'intervalle de recherche. Soit
I'équation suivante a résoudre :

f(x)=0  xOfa.b] flak 0 f(6> 0 éq A2-1

La méthode de la sécante consiste & construire une suite de points x” qui converge vers la solution. Elle est
définie par récurrence (approximation linéaire de la fonction par sa corde) :

_ _ X' =X
= et - f(x" 1) éq A2-2
f xn)_ (xn—l)
Par ailleurs, si xn+1 devait sortir de l'intervalle, alors on le remplace par la borne de lintervalle en question :

| éq A2-3

. + +
si x"<q alors x""':=g
: +1 + o, _
si x" >h alors x"7 :=b

. +1 b 3 C
En revanche, si x"" est dans l'intervalle courant, alors on réactualise I'intervalle :

si x"1 D[a,b] et f(x"+1)< 0 alors &= x""! ]
. n+l n+l n+l eq A2-4
si x D[a,b] et f(x )> 0 alors b= x

On considére avoir convergé lorsque f est suffisamment proche de 0 (tolérance a renseigner). Quant aux deux
premiers points de la suite, on peut choisir les bornes de l'intervalle, ou bien, si on dispose d’une estimation de
la solution, on peut adopter cette estimation et 'une des bornes de l'intervalle.

Remarque :

Cette méthode fonctionne bien si il y a une seule solution dans lintervalle [a,b]. Sans que cela soit
formellement démontré, on peut constater que f (0) >0.

On cherche alors b tel que f(b) <0.

5§2Ca_—gc a, —R( ‘)
3 141 3 207 p
eq

On part pour cela de b =
part p Y

Si f(b) est >0, on multiplie b par 10 et on teste si (b) > 0, et ainsi de suite, jusqu'a trouver une valeur
b telle que f(b) <0.

On est sdr qui'il y a alors au moins une solution sur [a,b] .
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