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Calcul des coefficients d'intensité de contraintes
en thermoélasticité linéaire plane

Résumé :

On présente la méthode de calcul des coefficients d'intensité de contraintes K, et K, et en thermoélasticité
linéaire plane. La formulation considére le taux de restitution d'énergie comme une forme bilinéaire symétrique

du champ de déplacement u et utilise les expressions explicites des champs de déplacements singuliers
connues en élasticité linéaire plane.
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1 Expressions des facteurs d'intensité de contraintes K| et Ky
en thermoélasticité linéaire 2D

1.1 Présentation

Soient les axes de coordonnées cartésiennes OX; dans le prolongement de la fissure et Ox,
perpendiculaire a la fissure. Le probléme est plan. Nous exprimerons les composantes cartésiennes
des déplacements et des contraintes en fonction des coordonnées polaires 7 et 6.

En élasticité linéaire, le systeme des équations de 'équilibre, sans force volumique, et les conditions
aux limites homogénes sur la fissure, les contraintes nulles a I'infini, admettent une solution non triviale
1

de la forme u; = \/; gl-(H) . Les contraintes sont infinies au fond de la fissure comme r_ 2 [bib3].

Pour un probleme quelconque en élasticité linéaire plane (déformations planes ou contraintes planes),
le champ de déplacement u peut se décomposer en une partie singuliére et une partie réguliere. La
partie singuliére, appelée également singularité, est celle explicitée ci-dessus, elle contient les
coefficients de contraintes. En élasticité linéaire, les modes de rupture / et Il sont séparés :

u = uz+Kk; u§+KH ug
avec :
ug = IZV (éj - cos (g) (k—cos)
Ugy = HTV (é} " sin (g) (k —cos0)
u§11 = HTV [é " sin (g) (k+cos6+2)
ull, = —ILEV(éj " cos (g) (k+cos@—-2)
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avec :

k=3—-4vy en déformations planes D_PLAN
k=3-v)/(1+v) en contraintes planes C_PLAN

et:

E module d'YOUNG
v coefficient de POISSON

La répartition des contraintes singuliéres au voisinage de la fissure est donnée par les formules :

s I I
o1 = Ko +Ky o
s I I
o, = Kjop+Kjyop
s I 1
0y = Kjop+Kyop

avec .

R N CE")

I
(27”)1/2

(
b Do) o)
¢ reald foreld )
ol = W cos (g) (1 —sin (g) sin (379))

¢ () (3 ol
lopy) _(2717)1/2S 5) ©os (5] cos|
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1.2 Formule d'IRWIN et taux de restitution d'énergie G

En élasticité linéaire plane, les facteurs d'intensité de contraintes sont reliés au taux de restitution
d'énergie G par la formule d'IRWIN :

2

1—

G = E]'/ (K12 + KIZI ) en déformations planes (DP)
1

G = E(KIZ + K,ZI ) en contraintes planes (CP)

La démonstration de ces formules peut étre faite a partir de I'expression du taux de restitution
d'énergie G implantée dans le Code_Aster et connue sous le nom de la méthode théta [bib5].
Rappelons que G est défini par I'opposé de la dérivée de I'énergie potentielle par rapport a I'évolution
du fond de fissure.

17711

Dans la méthode Lagrangienne de dérivation de I'énergie potentielle, on considére des transformations
M — M + n 6(M) dudomaine de référence (2, en un domaine €2, qui correspondent a des

propagations de la fissure. A ces familles de configuration de référence ainsi définies Q,7

correspondent des familles de configurations déformées dont la fissure s'est propagée. L'énergie
potentielle définie sur (2, est ramenée sur Q) .

On consideére les forces surfaciques F et volumiques f appliquées respectivement a I'z- et €);. On
note t//(s(u)) la densité d'énergie libre, u le champ de déplacement, T le champ de température et
0 le champ de vecteurs décrivant la direction du transport en 77 =0, alors I'expression générale du
taux de restitution d'énergie G [bib5] est :
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j [6 Vu VG) ( (u))div O]dQ <« Terme classique
—J- a—l/j VT . O)dQ <« Terme di ala thermique
Q O'T
+ I (VE-0)u+f-udive]dQ < Terme di aux forces volumiques f sur Q

[ VF-0)u+F- u[dlv 0-n- %ﬂcﬂ“ <= Terme dd aux forces surfaciques Fsur I

n)-(Vu-0)dr < Terme d@ aux déplacements imposés sur I
u

En élasticité linéaire, G peut &tre considéré comme une forme bilinéaire symétrique du champ de
déplacement u. La densité d'énergie élastique l//(s(u)) s'écrit :

w(e(u)) = %a(u):Azs(u) = %B(u,u)

en notant :

A le tenseur d'élasticité

B la forme bilinéaire symétrique définie par : B(u, V) =¢g(u):A:e(v)

et la forme bilinéaire g(- ,-) associée a G est définie par :

OB .
g - _.[ [5Vu Vv-Ve)+ Of,vv'(VU'VG)—B(U,V)dWO}dQ
+EIQ[(VfM 9) V+(va O) u+(fu v+, 'll) div e] dO
en se limitant aux termes classique et d aux forces volumiques f .

Ona G= g(u, u) si u est solution du probléme élastique.

1.3 Découplage des modes de rupture | et Il

Dans la méthode implantée dans le Code_ Aster, pour découpler les modes de rupture [ et II et

calculer les coefficients K; et K, on utilise la forme bilinéaire symétrique g(-,-) et la
décomposition du champ de déplacement u en parties réguliére et singuliere [bib7].

g(ll, “é) = g(“R + K ug+Ky “ga“§)= g(“Ra“§)+K1 g(“§a“§)+K11 g(ug,ug)

g(u “g) = g(“R+K1“§+KH“§1,“S) g(uRauS)"'Klg(uS’uS)+K1]g(ug’ug)
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On démontre en thermoélasticité linéaire plane que u{g et ug sont orthogonaux pour le produit

scalaire défini par la forme bilinéaire g(-,~), que les termes faisant intervenir la partie réguliere
s'annulent et finalement :

g(u,u{g) = Klg(ug,u{g)
g(u,ug) = Ky g(ug,ug)

De plus, en écrivant le taux de restitution d'énergie sous la forme :

G = g(u,u) = g(uR+K1u§+KHu§I,uR+K1u§+KHu§[)
et comme :
I I /|
g(“s,“s) = g(“S>“S) =

g(uR,ufg) = g(u ,ug

on retrouve la formule d'IRWIN :

2 I I 2 )/
g(u:u) = Kj g(“s» uS)+KII g(“So “S)
avec :
(1 1) (11 11) 1-v?
gug,Ug = Zlug.ug = E en D PLAN
1
glulul) = glu?u?) = - en C_PLaN
Finalement :
E
K, = 5 g(u,u{g)
1-v
£ en D PLAN
I
Ky = 3 g(“a“S)
1-v
K = E glu)
1 - g\u,ug
o en C_PLAN
K[] = F g(u,us)

L'implantation du calcul des coefficients d'intensité de contraintes en thermoélasticité linéaire plane
dans le Code_Aster est réalisée a partir de I'expression du taux de restitution d'énergie G en élasticité
linéaire 2D, écrite sous forme bilinéaire symétrique, en introduisant les expressions connues des
déplacements singuliers, et en utilisant la méthode théta.
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Implantation de K|, K;; en thermoélasticité linéaire 2D dans
Aster

2.1

2.2

2.3

2.3.1

Types d'éléments et de chargements

Pour calculer les coefficients d'intensité de contraintes K; et K;; en élasticité linéaire 2D, il faut

utiliser l'option CALC K G de la commande CALC G THETA. Cette option est disponible pour tout
chargement thermo-mécanique s'appliquant sur un modeéle de milieu continu bidimensionnel affecté a
des triangles a 3 ou 6 nceuds, des quadrangles a 4, 8 ou 9 nceuds, et les segments a 2 ou 3 nceuds.
Elle est valable pour une modélisation 'C_PLAN ou 'D_PLAN.

Remarque :

On ne tient pas compte du terme di aux déplacements imposés sur L', , il ne faut donc pas
imposer de conditions de DIRICHLET sur les levres de la fissure.

Environnement nécessaire pour le calcul de K], Kjj

La commande CALC G THETA permet de récupérer le modéle du probléme, les caractéristiques du
matériau, le champ de déplacements et le champ théta. Pour le calcul des coefficients d'intensité de
contraintes, il est nécessaire d'ajouter le mot-clé FOND_FI SS, qui permet de récupérer un concept de
type f ond_fi ss ou sont définis le noeud de fond de fissure et la normale a la fissure.

Lorsque que la fissure est disposée le long d'un axe de symétrie, on peut également préciser la
symétrie du chargement par le mot-clé SYME_CHAR. Par défaut on suppose qu'il n'y a pas de symétrie.
Si on affecte la valeur 'SYME' au mot clé SYME_CHAR, cela signifie que seul le mode | de rupture agit

(ouverture des levres de la fissure) et on affecte automatiquement la valeur nulle a K;; . Si on affecte

la valeur 'ANTI ', alors seul le mode Il est actif (glissement d'une leévre par rapport a l'autre) et K; est
nul.

Insistons sur la nécessité d'affecter a tous les éléments (y compris ceux de bords) les valeurs du
modules d'YOUNG E et du coefficient de POISSON v, car elles sont utilisées dans le calcul des
déplacements singuliers. Ces valeurs doivent étre homogénes sur tout le support du champ théta.

Forme bilinéaire symétrique g(., .)

Remarque :
La routine GBI LI N calcule le taux de restitution d'énergie G sous la forme bilinéaire

symeétrique g(u, v) en thermo-élasticité linéaire plane (déformations ou contraintes planes)
pour les éléments isoparamétriques 2D.

Terme classique élémentaire
TCLA = o(u):(VuVe)-y(e(u))dive

La densité d'énergie élastique t//(s(u)) s'écrit en thermo-élasticité linéaire :
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en D _PLAN :
w(e(u)) U-v £ (52 +&2 )—i—Lg &
21+ v)(1=2v) \™™ " (14 v)(1-2v) >
E 5
+ 1+ v gx - l//ﬂ’l
en C_PLAN :
w(e(u)) = —E(gz te )—i—ig & +Lg2 —y,
2(1_ Vz) xx T Cyy (1_ Vz) W (14 ) W th
avec Yy, = Densité d'énergie due a la thermique :
Wi :3Ka(T—Tré-)tra
ou:
E
3K =
1-2v
o = dilatation thermique
€ = tenseur de déformations
T,, = températurederéférence
et de fagon générale, on peut écrire :
2 2 2
2!//(8(11)) = ( (gxx + gyy)+2 Gy & &, T4 G 6, 2 yy,
avec :
1-v)E E
C, = # =A+2u C = >
(1+v)1-2v) 1-v
vE vE
C,=7———== en D_PLAN ; C, = > en C_PLAN.
(1+v)1-2v) - 1- -
E
C = = C3 =
ST (I 2(1+v)
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Donc, en notant 1//(8(u)) = ‘I’(u, u), ona 2 ‘P(u, V) =S1-S1TH avec:

o I
ol 353
SITH = 3Kal([T, - T,y )irs(v)+ (T, - T,y Jire(u))

ou 7, estlatempérature associée au champ de déplacement u par la relation :
o= A(g(u) - gth)
ou

th

& = “(T— ];»éf) 5

et o vérifient les équations d'équilibre.
De la méme facon, le terme o(u): (Vu VG) peut s'écrire :

G(u):(VuVG) = S2-S2TH

avec:
$2 = ¢ ou, | ou, 00, N ou, 59y N 5Uy 5uy 00, N auy 59y
ox ox ox Oy Ox oy\ ox oy Oy Oy
‘G ou,, auy 00, N 5Uy 59y N auy ou, 00, N ou, aey
ox\ ox oy Oy Oy oy\ ox ox oy oOx
+ C3 8ux + ﬁuy 8ux aex + 8“)( 80y + 8My 80)«: + 8My 80y
dy Ox \ox oy 0Oy oy Ox Ox Oy Ox
du, ou, _ o _ u, Ov,
Les termes —— deviennent dans la forme bilinéaire symétrique ——— et les termes du
ox Ox ox Ox
t %% devi t l(é)ux avy n é)vx Of’uyj
ype 2y Ox eviennent » 2y 0x Oy Ox)

Manuel de Référence

Fascicule R7.02 : Mécanique de la rupture HT-66/05/002/A



CO d e_A S ter ° Version 7.4

Titre : Calcul des coefficients d’intensité de contraintes Date : 02/05/05
Auteur(s) : E. GALENNE clé: R7.02.05-B Page: 11/14

&, 0 w, &
sarn = Mhka(r, -1, Py By [Py Py | Py Py Ny Dy
2 & & &I & A& & &

u, 08 a0, du
+ —TH13Ka(TV—Tréf diy By Ny Py | e Dy | Sy Dy
2 & & & & Iy & & &
TH1=1 en D PLAN
ou 1—
TH1 = en C_PLAN
l-v -

et finalement le terme classique s'écrit :
1
TCLA = (S2-S2TH) -5 (S1-S1TH) div @

2.3.2 Terme force volumique

TFOR = (Vf-0)u+f-udive

En toute rigueur, I'expression bilinéaire symétrique de TFOR s'écrit en (u, V) :

1 .
1FOR(u,v) = —{(VE,-0) v+(VE,-0)u+(f, v+, -u)dive]
ou f, sont les forces volumiques associées au champ de déplacement u pour le probléme élastique.

mais comme les expressions que nous sommes amenés a calculer sont du type TFOR(u,u) et

TFOR(u, uS), ou u et uS sont respectivement le champ de déplacement et le champ singulier, et
que :

fus = div (c(uS)) =0 sur Q
On se limite a écrire :

CS=05 v=u’

TFOR(u,v) = CS[(VfM.G)V+fM.VdiVG] avec {
CS =1 v=u
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Finalement :
oy,  Ofx :
TFOR(II, V) = CS [VX(EQX +ﬁ_yey +f,divé
a1 a1
y Yy .
+ vy( PR 0. + 2y 0, +f, dived
La méme remarque est valable pour le terme classique thermique, le terme supplémentaire da a la
thermique et les termes dus aux forces surfaciques.
2.3.3 Terme thermique
On fait I'hypothése que les caractéristiques du matériau (E,V,a) ne dépendent pas de la
température.
Jy 1 [aT oT j
ITHE = ———(VT-0) = —3Ka tre|—6.+—86
oT ( ) 2 ox * Oy
2.3.4 Terme force surfacique
En 2D, pour les éléments isoparamétriques de bord, on a introduit les chargements de type pression-
cisaillement et force répartie de type réel.
Le terme force surfacique s'écrit de la méme fagon que le terme volumique a partir de :
) o0
TSUR=(VF-0)u+F-u|dive-n-—1.
on
2.4 Champs de déplacements singuliers et leurs dérivées
Les champs singuliers u{g et ug, associés respectivement aux modes / et II, sont connus
explicitement ainsi que leurs dérivées. lIs sont écrits en fonction des coordonnées polaires dans le
repére lié a la fissure. La connaissance des coordonnées du noeud de fond de fissure et de sa
normale permet de les calculer dans le repére global Oxy .
L'introduction successive de ces champs ufq et ug permet, comme indiqué dans le [§1], le calcul
élémentaire des coefficients d'intensité de contraintes K; et K; .
2.5 Post-traitement des résultats de K, et K,
Connaissant les valeurs des coefficients d'intensité de contraintes K; et K pour une fissure
donnée, les formules de AMESTOY - BUI et DANG-VAN, permettent le calcul de l'angle de
propagation de la fissure selon 3 critéres ( K; maximal, K;; et G maximal) [bib6].
Soit QZ, un domaine identique a Q sauf que la fissure est prolongée dans la direction d'angle m
d'un segment de droite de longueur 7.
Manuel de Référence Fascicule R7.02 : Mécanique de la rupture HT-66/05/002/A
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1, L
///////

Soient K,(?], m) KH(77, m) G(i], m) les facteurs d'intensité de contraintes et le taux de restitution

d'énergie de Q) soumis au méme chargement que Q.

On pose :
K;(m) = limK[(n,m)
n—0
Kpy(m) = 717i_f)f(1)K11(77am)
G'(m) = lim G(z,m)
n—0

Les critéres cités par AMESTOY - BUI et DANG-VAN [bib6] sont :
e choisir m, tel que K;(mo) soit maximum,
e choisir m,, tel que K; (mo) soit nul,
e choisir m, tel que G*(mo) soit maximum.

Ces criteres donnent des résultats trés voisins [bib8].

Les résultats sont donnés sous forme d'un tableau de 4 coefficients K;;, K5;, Kj,, K,, permettant

* *
de calculer K; et K;; dans tous les cas de chargement :

(K;j B (Kn K12J(K1j
K Ky Kp/)\Kp
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Angle m (%) Ky, K5, Ky Ky,

0 1 0 0 1

10 0,9886 0,0864 — 0,2597 0,9764

20 0,9552 0,1680 — 0,5068 0,9071

30 0,9018 0,2403 —0,7298 0,7972

40 0,8314 0,2995 —0,9189 0,6540

50 0,7479 0,3431 — 1,0665 0,4872

60 0,6559 0,3696 —1,1681 0,3077

70 0,5598 0,3788 —1,2220 0,1266

80 0,4640 0,3718 —1,2293 —0,0453

90 0,3722 0,3507 — 1,1936 —0,1988

Kyy(=m) = Ky (m), Ky (=m) = =Ky (m), Ki5(=m) = =K, (m), Kyy(=m) = Ky, (m)

La recherche de l'angle m, dans CALC_G_THETA est faite de 10 degrés en 10 degreés. L'angle de
propagation n’est calculé et imprimé (dans le fichier MESSAGE) que si INFO vaut 2.
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