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Résumé :

Ce rapport présente les bases théoriques des méthodes de calcul modal par synthése modale. Nous débutons
par la description de la transformation de RITZ et des méthodes de recombinaison modale qui en découlent.
Puis, nous présentons la synthese modale qui utilise les techniques classiques de sous-structuration et de
recombinaison modale.

Les outils de calcul modal par synthése modale implémentés dans le Code_Aster, sont, ensuite, passés en
revue. Nous présentons, tout dabord, les techniques de sous-structuration dynamique classique de
CRAIG-BAMPTON et de MAC NEAL. Puis, nous abordons les méthodes de sous-structuration dynamique
cyclique. Complétement dédiées a I'étude des structures a répétitivité cyclique, elles tirent le meilleur parti des
particularités géométriques de la structure. Les méthodes de CRAIG-BAMPTON et de MAC NEAL, développées
dans ce cadre, sont exposées.
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Introduction

Devant la complexité des structures mécaniques, souvent constituées d'un assemblage de plusieurs
composants, les méthodes numériques ou expérimentales classiques de la mécanique vibratoire se
révelent colteuses, parfois méme inutilisables. En parfaite cohérence avec l'organisation modulaire
des grands projets, les méthodes de sous-structuration apparaissent comme le moyen le plus efficace

de réaliser I'étude vibratoire de l'ensemble a partir du comportement dynamique des composants
[bib4].

Dans ce rapport, nous présentons, tout d'abord, les bases théoriques des méthodes de synthése
modale. Elles associent des techniques de sous-structuration et de recombinaison modale. Chaque
sous-structure est représentée par une base de projection composée de modes propres dynamiques
et de déformées statiques aux interfaces. L'étude des conditions de liaison entre sous-structures est
simplifiée par la considération de maillages compatibles.

Puis, nous présentons les deux techniques de calcul modal par sous-structuration classique,
implémentées dans le Code_Aster [bib6] : les méthodes de Craig-Bampton et de Mac Neal. Elles se
distinguent par I'utilisation de bases différentes pour les sous-structures.

Enfin, nous présentons les techniques de calcul modal par sous-structuration cyclique. Les méthodes
implémentées dans le Code_Aster [bib5], permettant le calcul des modes d'une structure a répétitivité
cyclique a partir de I'étude de I'un de ses secteurs sont exposées.

Notations générales :

W, . Pulsation maximale d'un systéme (rad.s-1)
M . Matrice de masse issue de la modélisation éléments finis
K . Matrice de rigidité issue de la modélisation éléments finis
g . Vecteur des degrés de liberté issus de la modélisation éléments finis
fext Vecteur des forces extérieures au systeme
fL Vecteur des forces de liaison appliquées a une sous-structure
(0] Matrice contenant les vecteurs d'une base de projection organisés en colonne
n Vecteur des degrés de liberté généralisés
B Matrice d'extraction des degrés de liberté d'interface
L Matrice de liaison
T Energie cinétique
U Energie de déformation
Id Matrice identité
A Matrice diagonale des rigidités généralisées
Re(w) - Matrice de flexibilité dynamique résiduelle
Re (0) . Matrice de flexibilité statique résiduelle
Remarque :

, - . N k
L'exposant K caractérise les grandeurs relatives a la sous-structure S* et les grandeurs
généralisées sont surmontées d'une barre : par exemple M" est la matrice de masse

généralisée de la sous-structure S K
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Synthese modale

2.1

La sous-structuration dynamique consiste a déterminer le comportement d'une structure a partir des
caractéristiques vibratoires de chacun de ses composants ([bib3] et [bib4]). Les méthodes
implémentées dans le Code Aster, utilisent simultanément les techniques classiques de
recombinaison modale et de sous-structuration dynamique.

Ces méthodes, bien que différentes de celle des éléments finis, adoptent une démarche assez
comparable. Elles font apparaitre trois étapes essentielles :

Etape 1 : étude numériqgue de chaque composant par la détermination de leurs caractéristiques
vibratoires. Le travail consiste a identifier des modes propres et des déformées statiques par des
techniques classiques de la mécanique vibratoire. Si on assimile chaque sous-structure a un
super-élément, cette étape est similaire au calcul élémentaire.

Etape 2 : raccordement des sous-structures. On utilise les caractéristiques vibratoires déterminées
précédemment pour chaque composant, et on tient compte de leur liaisonnement. Ce travail constitue
I'étape de sous-structuration proprement dite. |l s'apparente a un assemblage.

Etape 3 : la résolution et une phase de remontée permettent d'obtenir la solution recherchée dans le
repére physique de la structure globale.

Transformation de RITZ
La transformation de RITZ fait I'objet de la documentation de référence [R5.06.01]. Nous rappelons ici
son principe. Pour le probleme de la détermination numérique des modes propres réels du systeme

non amorti associé a la structure, que nous désignerons par modes propres, on se ramene a la
résolution du probleme de minimisation suivant :

Soit & déplacement virtuel, on cherche : Ming %GT (K - w?’M)d
dont la solution q vérifie :

(K -w?*M)q =0 6q 2.1-1
La méthode de RITZ consiste a chercher la solution de I'équation de minimisation sur un sous-espace
de l'espace des solutions. Considérons la matrice @ contenant les vecteurs de la base du sous-

espace en question, organisés en colonnes. Restreinte a cet espace de dimension réduite, I'équation
de minimisation prend la forme :

: 1,.T 2
Min,-ps 2P (K-w"M)p
Soit la solution recherchée :
q=®n éq 2.1-2
elle vérifie :

(K -w’M)n =0 6q 2.1-3
ou : N est le vecteur des déplacements généralisés,

K=0'K® e M= MO
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Aprés avoir résolu le systéeme [éq 2.1-3], I'obtention des modes propres dans la base physique se fait a
l'aide de la relation [éq 2.1-2]. La transformation de RITZ permet donc de remplacer le probleme aux
valeurs propres initial [ég 2.1-1] par un probleme de méme nature [éq 2.1-3], mais de dimension
réduite. Les nouvelles matrices de rigidité et de masse restent symétriques.

Cependant, cette transformation doit étre utilisée avec prudence. En effet, la nouvelle base étant
incompléte, une approximation est faite au niveau de la projection. La précision du résultat final dépend
alors du choix des vecteurs de base et I'erreur relative due a cette diminution du nombre d'inconnues
doit étre estimée.

Recombinaison modale

Une utilisation classique de la transformation de RITZ, est l'analyse dynamique par recombinaison
modale. Elle est couramment utilisée pour le calcul de la réponse d'une structure a une excitation
basse fréquence. Nous nous limiterons ici au calcul de la réponse a une excitation d'une structure
conservative. Dans ce cas, la méthode des éléments finis nous permet de nous ramener a I'équation
différentielle matricielle suivante :

Mg + Kq =fgy éq 2.2-1

Si I'on applique la transformation de RITZ, avec comme base incompléte de projection, les premiers
modes propres de la structure, la relation [éq 2.2-1] devient :

MR + Kn =f éq 2.2-2

Ou: Fext = (DTfext est le vecteur des forces généralisées.

Les modes propres sont orthogonaux relativement aux matrices de masse et de rigidité. L'équation
différentielle [éq 2.2-2] fait donc apparaitre des matrices diagonales : le systeme est alors constitué
d'équations découplées. Chacune d'entre elles est I'équation d'un oscillateur a un degré de liberté de
type masse-ressort qui fait apparaitre les masse, rigidité et force généralisées relatives au mode j

(respectivement : M, kj : fJ- ).

Si I'on considére la transformation de RITZ [éq 2.2-2], au niveau d'un degré de liberté, on a:

g = zjq)ijr’j
Oou:

g; estlaiéme coordonnée du vecteur (,
Ij estlajeme coordonnée du vecteur 1,

CDij est la composante de la iéme ligne et de la jéme colonne de la matrice @ .

Il apparait donc que la réponse de la structure s'exprime comme la recombinaison pondérée de
réponses d'oscillateurs a un degré de liberté découplés. La transformation de RITZ permet, dans ce
cas, de définir un schéma équivalent de la structure, qui fait apparaitre les oscillateurs a un degré de
liberté associés aux modes propres identifiés. Leur raideur et leur masse sont les rigidités généralisées

( kJ- ) et les masses généralisées (mj) des modes correspondants.
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Réservée essentiellement aux études en basses fréquences, la recombinaison modale consiste a
utiliser les propriétés d'orthogonalité des modes propres d'une structure pour simplifier I'étude de sa
réponse vibratoire. Outre lintérét de diminuer l'ordre du probléeme numérigue a résoudre, la
transformation de RITZ, dans ce cas, permet également de découpler les équations différentielles et
de dégager une interprétation physique du résultat obtenu. Selon la fréquence d'excitation, on utilisera
une base modale plus ou moins tronquée. Il faut cependant estimer l'erreur de troncature pour
s'assurer de la validité du résultat.

Synthése modale

De facon générale, les méthodes de synthése modale consistent a utiliser simultanément la
sous-structuration dynamique (découpage en sous-structures) et la recombinaison modale au niveau
de chaque sous-structure. Souvent confondue, par abus de langage, avec la sous-structuration
dynamique, la synthése modale n'est qu'un cas particulier de celle-ci.

La sous-structuration dynamique consiste a considérer le déplacement d'une sous-structure dans le
mouvement d'ensemble, comme sa réponse aux forces de liaison qui la relient aux autres
composants.

La synthése modale signifie que I'on calcule ce mouvement, au niveau de chaque sous-structure, par
recombinaison modale. On utilise donc une base de projection qui caractérise chaque sous-structure.
En effet, si la structure globale est trop importante pour étre soumise a un calcul modal, les dimensions
des sous-structures permettent d'effectuer ce travail. La synthése modale impose d'étudier d'abord
séparément chaque composant, afin de déterminer leur base de projection.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons les types de modes et déformées statiques utilisés dans
les méthodes de synthése modale a l'aide de I'exemple simple suivant :

1 2
Gi Gi
I q1J q i I

N

Sous-structure 1 Sous-structure 2

Le vecteur des degrés de liberté de la sous-structure est caractérisé par un exposant qui définit le
numéro de la sous-structure, et un indice qui permet de distinguer les degrés de liberté internes (indice
i), des degrés de liberté de frontiere (indice j).

o)

1
=
—_—= ==
NN/
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On est amené, pour étudier la sous-structure K, & définir une impédance au niveau des degrés de
liberté de liaison. Dans le cadre des développements réalisés dans le Code_Aster, elle est soit nulle,

soit infinie.
Les vecteurs de base utilisés dans les méthodes implémentées dans le Code_Aster sont :

. les modes normaux,
* les modes contraints,
. les modes d'attache.

2.3.1 Les modes normaux

Les modes propres ou modes normaux sont avantageusement utilisés comme base de projection des
sous-structures pour plusieurs raisons :

e ils peuvent étre calculés ou/et mesurés,
« ls offrent des propriétés intéressantes d'orthogonalité par rapport aux matrices de masse et
de rigidité de la sous-structure.

lls peuvent étre de deux types selon la condition donnée aux interfaces de liaison :

modes propres a interfaces bloquées,
modes propres a interfaces libres.

D%
i

Sous-structure 1 Sous-structure 2

Modes propres a interfaces bloquées

N

Sous-structure 1 Sous-structure 2
Modes propres a interfaces libres

Notons que dans le cas d'une sous-structure libre, les modes de corps rigide (ou modes d'ensemble)
existants font partie de la base de transformation.

2.3.2 Les déformées statiques

On définit un mode d'interface a chaque degré de liberté de liaison de chague sous-structure. Selon les
cas, il peut s'agir de modes contraints ou de modes d'attache.
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Les modes contraints sont des déformées statiques que I'on joint aux modes normaux a interfaces
bloquées pour corriger les effets dus a leurs conditions aux limites. Un mode contraint est défini par la
déformée statique obtenue en imposant un déplacement unité sur un degré de liberté de liaison, les
autres degrés de liberté de liaison étant bloqués.
N\
§ 4 g=1 g=1 +
\
§ Sous-structure 1 Sous-structure 2
Modes contraints
Les modes d'attache sont des déformées statiques que l'on joint aux modes normaux a interfaces
libres pour diminuer l'effet de la troncature modale. Un mode d'attache est défini par la déformée
statique obtenue en imposant une force unitaire a un degré de liberté de liaison, les autres degrés de
liberté de liaison étant libres.
A =1
N\
\
§ Sous-structure 1
Mode d'attache
Dans le cas d'une sous-structure possédant des modes de corps rigide (ici, la sous-structure 2), sa
matrice de rigidité n'est plus inversible et il n'est pas possible de calculer ses modes d'attache. Il est
alors nécessaire de bloquer certains degrés de liberté pour rendre la structure isostatique.
2.4  Conditions de liaison entre sous-structures

. R 1 2 .. , L
Considérons le probléme de deux sous-structures S~ et S liaisonnées de maniére rigide. Pour que
le mouvement de la structure compléte soit continu, il faut imposer I'égalité des déplacements des
deux composants a l'interface et la loi d'action-réaction :

oMo st S22 ud(M) uAE(M) et fi(MY- fE(M) 6q2.4-1
Ou:
ul( M) représente le champ de déplacements de la sous-structure 1,
u2( M) représente le champ de déplacements de la sous-structure 2,

fl M) représente le champ des forces de liaison appliquées a la sous-structure 1,
L

f2 M) représente le champ des forces de liaison appliquées a la sous-structure 2.
L P p ppligq

Dans le Code_Aster, nous nous limitons au cas de maillages compatibles. Cela signifie qu'ils vérifient
les propriétés suivantes :

. 1 2 . . R
« les mailles de chacune des sous-structures S™ et S° s'appuient strictement sur les mémes
nceuds en leur intersection,
+ les éléments finis associés a ces mailles de liaison sont les mémes de part et d'autre de la
frontiére.
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Des lors, la condition [éq 2.4-1] est strictement équivalente a la formulation ci-dessous :

1 2 1 2 .
= et f = éq 2.4-2
dsins? = Ystns? L, g2 La g2 q

qlgl g2 est le vecteur des degrés de liberté aux nceuds d'interface S1 N 82 de la
n sous-structure Kk,

f,'f , , estle vecteur des forces de liaison aux nceuds dinterface $1ns? de a
$°ns sous-structure K.

i 1 2 L .
En effet, les maillages des deux sous-structures S™ et S° coincidant, les fonctions de forme
associées aux éléments finis sont les mémes a l'interface. Il suffit donc d'imposer I'égalité aux nceuds
des interfaces de liaison de chaque sous-structure pour imposer I'égalité sur tout le domaine de liaison.

k

Introduisons les matrices d'extraction des degrés de liberté d'interface lensz :

k —pk k p

En utilisant I'équation de projection [éq 2.1-2], la condition de continuité des déplacements [éq 2.4-2] et
la formulation ci-dessus appliquées aux deux sous-structures, on obtient :

1 1.1 _R2 22
Bst,g2® M =B, 2@
Soit :

L n1:L281n52n2 avec LK

_ ok K )
slns? sihs? ~Bgi, 2® €q 2.4-4

ou:
Llslmsz est la matrice de liaison de St associée a l'interface S* n S? ,
Lzslmsz est la matrice de liaison de S associée a linterface S* 0 S .

Comme nous le verrons dans les prochains chapitres, quelle que soit la méthode choisie, le probléme
aux valeurs propres de la structure globale, muni de ses conditions aux limites, peut s'écrire sous la
forme :

(K-w?M)n+L"A =0

€q 2.4-5
Ln=0
Les matrices de masse et de rigidité généralisées, le vecteur des degrés de liberté généralisés et la
matrice de liaison qui apparaissent ici, sont définis sur la structure globale. lls prennent une forme
particuliere a chaque méthode (Craig-Bampton, Mac Neal, classique, cyclique) qui sera explicitée plus
tard. Le vecteur des multiplicateurs de Lagrange A permet de traduire la loi d'action-réaction a laquelle
sont soumises les interfaces.
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Il s'agit donc d'un probléeme classique de recherche de valeurs propres, auquel est associée une
équation de contrainte linéaire. Dans le Code_Aster, ce type de probléeme est résolu par double
dualisation des conditions aux limites [R3.03.01].

Ainsi, on peut démontrer que ce systéme est également solution du probléme de minimisation de la
fonctionnelle suivante [bib6] :

b .
f :IaF(r],rl,Al,Az).dt

o F(N,A,AAz) =50 Kn+30T M +(Ag +A;)"Ln —3(A; -Ap)?

Les variables de cette fonctionnelle sont les coordonnées généralisées N et les multiplicateurs de

Lagrange )\1 et )\2 (en nombre égal a 2 fois le nombre d'équations de liaison). Le dernier terme de la
fonctionnelle impose I'égalité des coefficients de Lagrange.

L'extremum est atteint pour les valeurs des variables qui annulent les dérivées de f, quels que soient

a etb réels:

_Al +LI'| +}\2 =0
LT (A1 +X,) +(K ~w’M)n =0
A1+Ln _)\2 =0

g L IdﬂD\l D 0 oM D
0BT KU Hn o Z%MO@nDE{)
|

Hid L -0 B0 of,f

La double dualisation aboutit donc a un probleme matriciel symétrique réel. On démontre [R3.03.01]
gu'elle permet de rendre les algorithmes de triangulation de matrice inconditionnellement stables.

o

1

1 O

o

Cette méthode permet donc de traiter la connexion d'interfaces correspondant a des types de base
modale différents sans col(t de gestion d'une élimination toujours délicate. D'autre part, elle est
relativement simple. L'inconvénient majeur de cette formulation est de conduire a des systemes
assemblés finaux de dimensions plus importantes que dans la cas de I'élimination. En effet, le
couplage des équations matricielles a été fait en introduisant un nombre de degrés de liberté
supplémentaires égal a deux fois le nombre d'équations de liaison. Cet accroissement des dimensions
des matrices peut donc étre trés important. Notons que les degrés de liberté de Lagrange introduits
sont, dans ce cas, les forces appliquées aux interfaces pour assurer la liaison entre les deux sous-
structures.
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3 Calcul modal par sous-structuration dynamique classique
3.1 Introduction
Aprés avoir étudié séparément les différentes étapes de la sous-structuration, et les techniques
gqu'elles mettent en jeu, il parait intéressant de présenter les deux principales méthodes de
sous-structuration dynamique : la méthode de Craig-Bampton et celle de Mac Neal.
Craig-Bampton utilise, comme base de projection des sous-structures, des modes contraints et des
modes normaux a interfaces fixes [bib1].
Par ailleurs, Mac Neal utilise, comme base de projection des sous-structures, des modes d'attache et
des modes normaux a interfaces libres [bib2].
3.2 Méthode de Craig-Bampton

p . . - . 1 2 .
La présentation suivante ne fait intervenir que deux sous-structures S~ et S, mais elle est
généralisable a un nombre quelconque de composants. Aprés avoir étudié séparément chaque
sous-structure, leurs bases de projection (modes normaux a interfaces fixes et modes contraints) sont

connues. Pour chacune d'entre elles (identifiée par I'exposant K), on établit une partition des degrés

de liberté, distinguant le vecteur des degrés de liberté internes qu< et le vecteur des degrés de liberté

de liaison qu :

Q0

1
I
—_—x =~
nimlini

Soient :

(pk la matrice des vecteurs propres de la sous-structure Sk ,

L|Jk la matrice des modes contraints de la sous-structure S¥
La base de projection de Sk est caractérisée par la matrice :
K — K amk
ok =[o" ]

La transformation de RITZ (équation [éq 2.1-2]), nous permet d'écrire :

ElE E
qk:DLD:[cp" lw"]D \ 0= ®n éq 3.2-1
SIS E
n!‘ est le vecteur des degrés de liberté généralisés associés aux modes propres de Sk ,

k . T s : k
N;j estle vecteur des degrés de liberté généralisés associés aux modes contraints de St
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Or les modes normaux sont déterminés avec des interfaces fixes, et chaque mode contraint est obtenu
en imposant un déplacement unitaire a un degré de liberté de liaison, les autres étant bloqués. Les
coordonnées généralisées relatives aux déformées statiques sont alors les valeurs des degrés de
liberté de liaison :

aj =nj

Intéressons nous a la contribution du composant sk dun point de vue énergétique. Les énergies
cinétique et de déformation sont :

T

. . Kk \T . kT k.
Tk:%qk MK g :%(q)knk) MKk :%nk MR

T T T—
uk :%qk KKkg~ z%(q)knk) KKKk :%nk K nk

Ces expressions font apparaitre les projections des matrices de masse et de rigidité sur la base de la
sous-structure. Ces matrices, dites généralisées, vérifient un certain nombre de propriétés :

* du fait de l'orthogonalité des modes normaux par rapport aux matrices de rigidité et de masse,
le bloc supérieur gauche de ces matrices est diagonal. De plus, nous considérerons que ces
modes sont normés par rapport a la matrice de masse,

« on peut également démontrer que les modes contraints sont orthogonaux aux modes
normaux par rapport a la matrice de rigidité [bib6].

Les matrices de rigidité et de masse généralisées ont donc la forme suivante :
T
e D\k 0 [l — [ Id (pk Mkwk U )
K" =0 Tkl ME=D g S o o €q3.2-2
00 ¢" K'y'Qg A M*@¢ @ M*g*E
ou A K est la matrice des rigidités généralisées associées aux modes propres de sk,

Le choix de la base de projection a interfaces bloquées conduit donc a un couplage des modes
normaux et des déformées statiques par la matrice de masse.

Dans le cas du calcul des modes propres de la structure globale, les forces extérieures appliquées au
systéme sont nulles. D'autre part, au niveau de chaque liaison, du fait de la loi d'action-réaction et de la
continuité des déplacements, le travail des forces de liaison est nul. Ceci s'explique physiquement par
le fait que les forces de liaison sont des forces internes a la structure globale.

Ainsi, au niveau de la structure compléte, seules les énergies cinétique et de déformation sont non
nulles :

T=Tl4+72 :%anmlnl +%ﬂ2TM2f]2

U=Ul+y? :%anRlnl +%02TR2']2
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Le travail des forces de liaison étant nul, les équations d'Euler-Lagrange relatives aux modes propres
de la structure globale sont :

L oo 10wt o ol
2

o K2 L2T0-w’go0 M2 0
Y12 og Ho o o

éq 3.2-3

Ooobod

o
=
0

O OO.

Des lors, le probléeme aux valeurs propres de la structure compléte peut étre exprimé par le systeme
[ég 2.4-5] que nous avons étudié au chapitre 2.4 :

(K -w?M)n+LTA =0

Ln=0

Ainsi, le calcul des modes propres de la structure globale par la méthode de Craig-Bampton consiste a
résoudre un probléeme aux valeurs propres matriciel de dimension réduite. Les matrices qu'il met en jeu
sont symétriques et se calculent a partir des bases des sous-structures. Cette résolution nous donne
les fréquences propres et les coordonnées généralisées des modes recherchés. On obtient leurs
coordonnées physiques sur les maillages des sous-structures en utilisant la relation [éq 3.2-1]. Cette
étape est appelée : étape de restitution sur base physique.

Cette méthode est intéressante si I'on envisage une étude numérique des sous-structures. En effet, les
modes normaux a interfaces fixes et les modes contraints se prétent bien au calcul. En revanche, leur
détermination expérimentale est délicate.

On montre en outre que cette méthode, est d'ordre 2 en w/ &}, ou G, est la plus grande pulsation
propre identifiée.

Méthode de Mac Neal

Il serait possible de présenter cette méthode de facon similaire a celle de Craig-Bampton, l'unique
différence résidant dans I'utilisation des modes normaux a interfaces libres et des modes d'attache.
Cependant, il parait intéressant d'adopter une démarche Iégérement différente, qui permet d'aboutir a
un critére de troncature, et de faire apparaitre les modes d'attache comme la contribution statique des
modes propres non identifiés.

Comme précédemment, on considére le probléme du calcul des modes propres d'une structure a 2
composants. La méthode est généralisable & un nombre quelconque de sous-structures. Dans la suite

nous identifierons toute grandeur associée a la sous-structure S* par I'exposant K .

Nous nous limitons, ici, au calcul modal de la structure globale, donc les forces extérieures sont nulles.

Aussi, le déplacement de Sk dans le mouvement de la structure globale, vérifie I'équation d'équilibre
dynamique suivante :

(KK - w?M*)gk =ff 6q 3.3-1

ou f||f est le vecteur des forces de liaison appliquées a Sk .
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Nous allons considérer que la base de projection de Sk est constituée de tous ses modes propres a
interfaces libres. Ainsi, la dimension du probléme projeté est égale a la dimension du probleme issu de
la modélisation éléments finis. Nous supposons, en outre, qu'un certain nombre de ces modes a été
déterminé, les autres étant inconnus :

s
k — [k 1=5_ aknk
o =g qé]qug—‘b n
2
Ou:
(ﬁk est la matrice des vecteurs modaux identifiés de la sous-structure S ,

(&k est la matrice des vecteurs modaux non identifiés de la sous-structure S¥,

N, est le vecteur des degrés de liberté généralisés associés aux modes propres identifiés de
S k
n'é est le vecteur des degrés de liberté généralisés associés aux modes propres non identifiés
k
de S".

L'équation [éq 3.3-1] devient, avec les coordonnées généralisées définies précédemment :
T T T
(q)k qu)k _w2¢k qu)k)nk :q)k fIL<
soit :
— — T
(KK -w?M )nk =X ff 69 3.3-2

Les modes propres sont orthogonaux par rapport aux matrices de masse et de rigidité et nous
choisissons de les normer par rapport a la matrice de masse. On a donc :

_ k O _, Qdd og
KK = M OkD MK = 6q 3.3-3
50 ASE a Gl

Considérons maintenant l'ensemble des deux sous-structures. Chacune d'entre elles vérifie les
équations [éq 3.3-2] et [éq 3.3-3]. L'ensemble de ces équations dynamiques constitue le systéeme
suivant :

I o o 00 Od o 0 offhiC Etpllggtg
L0 AL 0 OD—wZEO 1d 00 fE:meDEfEIE 6q 3.3-4
0 0 A} 000 0 1d 0Cmip %D%EETED '
o o o a3 b oo o w8 wHGE]
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En regroupant les modes identifiés et les modes non identifiés :

Chi O
1
Ehl B Enz E coordonnées des modes identifiés
0 0=0:0 éq3.35
Eh H Mz20 coordonnées des modes non identifiés
*= HhiH
2
L'équation traduisant la transformation de RITZ devient :
[0, 0 0N, O
q=0 0= [¢1 <D2] 0 0 éq 3.3-6
20 M20

Avec ces notations, le systéeme d'équations dynamiques [éqg 3.3-4] devient :

1 0 O 2|jd 0 1|:|_ T T Ef|_ ] ,
%\0 )\ZB_w Bo |d%25‘[¢1 ¢2]%Lig éq 3.3-7

Ce systeme d'équations traduit le comportement dynamique des sous-structures séparément. Il ne
représente pas le mouvement de la structure globale. Pour cela, il faut lui adjoindre les conditions de
liaison entre les deux composants.

Les équations entre sous-structures qui assurent leur liaisonnement dérivent des I'équations [éq 2.4-2]
et [éq 2.4-4], ainsi que de l'organisation de la base que nous avons choisie [éq 3.3-5] :

n.0 .
Ln=[L, |_2]Enz 0=0 éq3.3-8

fL

= f éq 3.3-9

Les équations [éq 3.3-7] et [éq 3.3-9] nous permettent d'exprimer les coordonnées généralisées
relatives aux modes non identifiés :

N = -\, ~w’ld) @) f éq 3.3-10
A partir des équations [éq 3.3-8] et [éq 3.3-10], on obtient donc :
Lin; LA, —’ld) @, f =0 éq3.3-11
Or, d'aprés la formule [éq 2.4-4], on sait que I'on peut écrire les matrices de liaison, sous la forme :

L =B ® éq 3.3-12
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On a donc, d'apres [éq 3.3-11] et [éq 3.3-12] :
~B;®n; +By®, (A, ~w’ld) ') f =0 éq 3.3-13

On voit apparaitre la matrice de flexibilité dynamique résiduelle associée aux modes non identifiés :

R (w) = ®, (A, — ’Id) T, 6q 3.3-14

La force de liaison est non nulle aux degrés de liberté de liaison des sous-structures. Nous avons
donc :
—nl
le =B le

Des lors, le probléeme matriciel [ég 3.3-7] peut se ramener au systéme équivalent suivant ;

8\1—wzld -o/B] EIEmB EDE o 301
= éq 3.3-
2-B®  BR. (LD 90

Ce probléme a pour inconnues les coordonnées généralisées associées aux modes propres identifiés
et les forces de liaison appliquées a la premiéere sous-structure.

Il'y a 2 cas selon que I'on prend en compte ou non la matrice de flexibilité résiduelle.

3.3.1 Premier cas

On néglige la matrice de flexibilité dynamique résiduelle associée aux modes non identifiés :
Re(w) =0.

La méthode de sous-structuration dynamique résultante est donc treés simple. Elle a le désavantage de
s'appuyer sur une méthode de recombinaison modale trés sensible aux effets de troncature.

3.3.2 Deuxieme cas
On utilise un développement limité : R, (w) = R¢(0) +O((;J2 / aﬁ) ;
Adoptons les notations suivantes :
Soient :

le nombre de modes de la base compleéte,
le nombre de modes non identifiés,
la matrice des N modes normaux a interfaces libres,

la matrice des N modes d'attache (définie pour tous les degrés de liberté du
systeme),

€63°

la matrice diagonale des N valeurs propres.

>
I
e

La matrice compléte des modes d'attache vérifie: KW@ =1d = Y= K™
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La base modale compléte des modes normaux a interfaces libres constitue une base orthonormale. La
matrice de raideur, exprimée dans cette base s'écrit :

K=0"Kd =)\
De la méme maniére :
K'=o'Klp=2A"
On en déduit donc une nouvelle expression de la matrice compléte des modes d'attache :
w=K'=pr" '

Comme les modes propres sont orthogonaux deux a deux et la matrice des valeurs propres est
diagonale, la matrice compléte des modes d'attache prend la forme finale :

n
W= gATe’
Ei

Considérons maintenant la matrice de flexibilité dynamique résiduelle, issue de la méthode de
Mac Neal :

Re(@) =@, (A, ~oFld) @) = fw ~a) g
i=m+1

Pour mettre en évidence l'effet de troncature modale, nous pouvons approximer cette matrice par son
développement a l'ordre 1 :

Re(w)-zim‘léﬁ—iétﬁ

i=m+1

Lorsque le nombre de modes identifiés est suffisamment important, la contribution dynamique devient
négligeable devant la contribution statique :

2 n
%«1 0 Re(@¥ Re(0F Y A9
i=m+1

ot R (0) estla matrice de flexibilité statique résiduelle.

Cette matrice peut étre calculée en fonction de la matrice des modes d'attache :

Ro(0) =Y ¢A8 - 0AT8 O R(OF W D>opaidy
i=1 i=1 i=1

Le second terme de cette formulation est calculable de facon exacte, puisqu'il ne fait intervenir que les
modes (a interfaces libres) identifiés.

Enfin, notons que dans la méthode de Mac Neal, seule la contribution des modes d'attache aux nceuds
d'interface est nécessaire.

La résolution du systéeme [éq 3.3-4] nous permet de déterminer les fréquences propres de la structure
globale et les coordonnées généralisées des modes propres. La remontée a l'expression des modes
propres dans les bases physiques des sous-structures se fait par la relation suivante :

]
0" =®nf +RE(0)B ff

La méthode de Mac Neal aboutit donc, dans le cas du calcul des modes de la structure globale, a un
probléme aux valeurs propres de taille réduite. Les matrices de masse et de rigidité issues de la sous-
structuration sont symétriques. Deux méthodes sont en réalité proposées, selon que I'on prend en
compte ou non la flexibilité résiduelle. La littérature sur le sujet tend a montrer que l'usage de la
flexibilité résiduelle est indispensable pour obtenir des résultats fiables [bib2].
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Mise en ceuvre dans le Code_ Aster

Etude des sous-structures séparément

La base de projection de chaque sous-structure est composée de modes propres dynamiques et de
déformées statiques.

Les modes propres dynamiques de la sous-structure sont calculés avec les opérateurs classiques du
Code_Aster : MODE | TER_SI MULT [U4.52.02] et MODE | TER | NV [U4.52.01]. Dans le cas de la
sous-structuration de Craig-Bampton, les interfaces de liaison doivent étre bloquées. Ceci est réalisé
avec l'opérateur AFFE_CHAR_MECA [U4.25.01].

L'opérateur DEFI | NTERF_DYNA [U4.55.03] permet de définir les interfaces de connexion de la
sous-structure. En particulier, on précise le type de linterface, qui peut étre soit "CRAI GB"
(Craig-Bampton), soit "MNEAL" (Mac Neal), soit enfin "AUCUN".

L'opérateur DEFI _BASE_MODALE [U4.55.04] permet de calculer la base de projection compléete de la
sous-structure. Ainsi, les modes dynamiques calculés précédemment sont recopiés. Par ailleurs, les
déformées statiques sont calculées en fonction du type défini dans I'opérateur DEFI _| NTERF_DYNA
[U4.55.03]. Si le type est "CRAI GB", on calcule les modes contraints des interfaces de la
sous-structure. Si le type est "MNEAL", on calcule les modes d'attache des interfaces de la
sous-structure. Si le type est "AUCUN', on ne calcule pas de déformée statique, ce qui correspond a
une base de type Mac Neal sans correction statique.

L'opérateur MACR_ELEM DYNA [U4.55.05] calcule les matrices généralisées de rigidité et de masse de
la sous-structure, ainsi que les matrices de liaison.

Assemblage et résolution

Le modeéle de la structure compléte est déterminé par l'opérateur DEFI _ MODELE GENE [U4.55.06]. En
particulier, chaque sous-structure est définie par le macro-élément qui lui correspond (issu de
MACR ELEM DYNA) et les angles de rotation qui permettent de l'orienter. Les liaisons entre
sous-structures sont définies par la donnée des noms des deux sous-structures impliquées et de ceux
des deux interfaces en vis a vis.

La numérotation du probléeme généralisé complet est réalisée par l'opérateur NUVE _DDL_GENE
[U4.55.07]. Les matrices de masse et de raideur généralisées de la structure compléte sont
assemblées en fonction de cette numérotation avec I'opérateur ASSE_MATR_CGENE [U4.55.08].

Le calcul des modes propres de la structure compléte est réalisé par les opérateurs
MODE_| TER_SI MULT [U4.52.02] ou MODE_I TER | NV [U4.52.01].

Restitution sur base physique

La restitution des résultats sur les maillages initiaux des sous-structures est réalisée par l'opérateur
REST_BASE_PHYS [U4.64.01].

Pour diminuer la durée des traitements graphiques lors des visualisations, il est possible de créer un
maillage grossier par l'opérateur DEFI _SQUELETTE [U4.75.01]. Ce maillage, ignoré pendant le calcul,
sert de support aux visualisations.
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4 Calcul modal par sous-structuration dynamique cycligue

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous faisons la synthése des méthodes de sous-structuration dynamique cyclique.
Nous donnons une définition de la répétitivité cyclique (ou symétrie cyclique) et nous présentons les
principales incidences de cette propriété sur le comportement dynamique de la structure (cercles et
diameétres nodaux, modes doubles). Puis, nous exposons, de maniére assez détaillée, les deux
méthodes de sous-structuration dynamique cyclique, implémentées dans le Code Aster. Des
améliorations ont été apportées aux méthodes classiques, par la prise en compte de la présence des
nceuds de l'axe.

Ces méthodes supposent que le maillage du secteur de base est tel que ses traces sur les interfaces
droite et gauche sont coincidantes (maillages compatibles).

Notations spécifiques a la sous-structuration cyclique :

N = nombre de secteurs
angle formé par le secteur de base

B déphasage inter-secteur

Oz = axe de la symétrie cyclique

2] = rotation d'angle a et d'axe Oz

Re(Z) = partie réelle du complexe Z

Im(Z) = partie imaginaire du complexe Z

0 = matrice de passage des noeuds de droite aux nceuds de gauche
ea = matrice de changement de secteur pour les nceuds de l'axe
Remarque :

est relatif  aux degrés de liberté de droite
" " aux degrés de liberté de gauche

L'indice d
g

" a " " aux degrés de liberté de l'axe
1
2

" " aux modes propres identifiés
" " aux modes propres inconnus

4.2 Reépétitivité cyclique

4.2.1 Définition
On dit qu'une structure est a répétitivité cyclique d'axe Oz, s'il existe un angle 0 <a <7T tel que la
structure soit géométriguement et mécaniquement invariante par rotation autour de Oz de cet angle.
Si a est le plus petit angle vérifiant cette propriété, alors toute portion angulaire d'angle a de la
structure est appelée "secteur de base" (ou "secteur irréductible").

La structure globale est alors composée de N secteurs :

21
N=—-
a
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Propagation d'onde
On note @ la rotation d'axe Oz etd'angle a définie dans R,

Considérons un secteur de base d'une structure a répétitivité d'axe Oz, et deux points similaires de
deux secteurs contigus G et D :

G
Oz .
° a
D
On a la relation entre les points G et D :
G =6(D)

. L, . . . m .
On remarque que la structure est laissée invariante par toute rotation 8" (avec m entier).
On peut noter que toutes les rotations laissant la structure invariante (géométriguement et
mécaniquement) sont en nombre fini :

6™ mO{oL..N- 1}

Considérons une variable d'état scalaire du systéme mécanique étudi¢ U , et Z le complexe associé :

U =Re(Z) =Re(U +}V)

Il est possible de démontrer, par la théorie des groupes finis, la relation suivante pour les points D et G
[bib5] :

OmO {0.1,..., X3} telque Z(GF eM?Z(D) 6q 4.2.2-1

Remarques :

« les quantités sont exprimées dans le repére cylindrique (r, 0, Z) ,

e pour une structure axisymétrique (cas particulier de répétitivité cycligue), m est appelé
indice de FOURIER,

e dans le cas d'une onde plane non amortie, eIMa estle déphasage complexe entre deux
secteurs contigus ; I'équation signifie que ce déphasage ne peut prendre qu'un nombre
fini de valeurs connues,

e il est possible de limiter le nombre des valeurs de M aux valeurs comprises entre 0 et

N /2 ; en effet, on montre que l'onde associée au déphasage N —m est identique a
celle associée au déphasage M, mais progresse en sens inverse [bib5].

Si N estpair: m=0 et m= N /2 correspondent & des modes réels :
m=0 OO0 D Ul U((D)
m=N/2 00 D U@B(D»)>- U(D)

Toutes les autres valeurs de M correspondent a des modes apparaissant par paires orthogonales a
une fréguence donnée (on parle alors de modes dégénéreés) :

U=Re(Z) et V =Im(2)
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Si N estimpair: m=0 correspond a un mode réel non dégénéré :
m=0 00O D U(BD) U(D)

Toutes les autres valeurs de M correspondent & des modes dégénérés apparaissant par paires
orthogonales :

U=Re(Z) et V =Im(2)

Notion de diameétres et de cercles nodaux

La propriété de répétitivité cyclique, traduite par I'équation [éq 4.2.2-1] permet de connaitre a priori
l'allure des modes propres de la structure, qui se rapproche fortement de ce que l'on peut observer
pour des structures axisymétriques. Si l'on considére un mode propre d'une structure a symétrie
cyclique, tous les secteurs ont la méme déformée mais avec une amplitude fonction de leur position
angulaire, ce que I'on peut traduire par un déphasage entre sous-structures. Ce mode peut étre classé
a partir du nombre de diamétres et de cercles nodaux qui le caractérisent. Un diamétre nodal (qui n'est
confondu avec un diametre que si la structure est axisymétrique) est une ligne de points de
mouvement nul passant par I'axe de répétitivité ; un cercle nodal (qui n'a la forme circulaire que pour
les structures axisymétriques) est une ligne de points de mouvement nul, elle méme a répétitivité
cycligue. On constate que c'est la déformée du mode de la sous-structure sur lequel s'appuie le mode
de la structure compléte qui détermine le nombre de cercle(s) nodal(aux). Par contre, le nombre de
diametre(s) nodal(aux) est défini par le déphasage entre deux secteurs consécutifs.

Déformée Phase entre Déformée Famille
du secteur secteur d'ensemble

N secteurs 0 cercle

Flexion 1 en phase 0 diameétre
N/2 secteurs 0 cercle

Flexion 1 en phase 1 diametre
N secteurs 1 cercle

Flexion 2 en phase 0 diamétre
N/secteurs 1 cercle

Flexion 2 en phase 1 diametre
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4.2.4 Conditions aux limites
Considérons une structure a répétitivité cyclique, et deux secteurs de base successifs de celle-ci :

P Rk+1

Interface

G.:\H ?
e

Les liaisons entre secteurs étant considérées comme parfaites, on a les conditions entre les secteurs :

K =gk*™  continuité des déplacemerts
g = Ud P
éq 4.2.4-1
f'lfg =—f Il:l principe d'action — réaction

L'exposant indique le numéro du secteur considéré. Les conditions de liaison précédentes sont
exprimées dans le repére global.

Par la formule [éq 4.2.2-1] relative & la propagation d'onde dans la structure et en posant : S=ma ,
ona:

k+1 —al k
{0 e =P {0
k+1 —al k
{fl e =P L e
L'indice K signifie que la quantité est exprimée dans le repére lié au secteur K : Rk .

Les équations de liaison [éq 4.2.4-1], écrites dans le repére lié¢ au secteur K font donc intervenir la
matrice de passage du secteur K au secteur K +1. Cette matrice n'est autre que la matrice de
rotation des degrés de liberté de droite vers ceux de gauche, soit la matrice de rotation d'axe Oz et

d'angle O, notée : ©.

Nous obtenons donc le systéme suivant :

{ag} =e'Pe{as

. éq 4.2.4-2
{f,'fg e = —ePeff

Les conditions aux limites [éq 4.2.4-2] permettent de calculer les modes propres de I'ensemble de la
structure a partir d'un seul secteur de base.

Cette formalisation peut étre généralisée au cas des nceuds de I'axe. On obtient alors :
k — Al k
{Qa}k - eJBea{Qa}k
{fE o = —e'Po {3
LJk — all, Sk

On vérifie que si B est non nul, le déplacement des nceuds de I'axe est nul (en fait, on note alors la
présence d'un ou de plusieurs diameétres nodaux).
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4.3 Méthodes de sous-structuration cyclique

4.3.1 Méthode de Craig-Bampton

On consideére le probléme aux valeurs propres de la structure globale exprimé sur le secteur de base.
Ce dernier est donc soumis aux forces de liaison qui lui sont appliquées par les secteurs contigus. Par
ailleurs, le secteur de base vérifie les équations de liaison [éq 4.2.4-2]. Nous avons donc :

(K -w’M)q =f,
qq =e’Paqy éq 4.3.1-1
— _plB
fi, = -elfef,_

Nous supposons que la base est composée des modes propres dynamiques du secteur de base
encastré a ses interfaces, notés @, et des modes contraints relatifs aux degrés de liberté d'interfaces

droite et gauche, notés Yg et Y.

Compte tenu du fait que la seule contribution aux déplacements d'un degré de liberté d'interface
provient du mode contraint correspondant, la transformation de RITZ peut s'écrire :

O Nl

mids mile

q =y E= @ Yy lIJg]EQd B=¢ﬂ
9 9]

Des lors, en utilisant la transformation de RITZ, le systéme d'équations [éq 4.3.1-1] devient :

O Oa O
g T%(’ g
(K-o'M)m,5=[o @ v OL
9] %Lga
g, =¢’Peq, 6q 4.3.1-2
— _plB
ng =-e"ef

Les matrices surmontées d'une barre sont les projections des matrices éléments finis sur la base
modale du secteur de base (matrices généralisées).

On peut démontrer que les modes contraints sont orthogonaux aux modes normaux vis a vis de la
matrice de rigidité [bib5]. Ainsi, les produits correspondants sont nuls.
Adoptons les notations suivantes :

m : indice relatif aux modes propres du secteur,

d : indice relatif aux modes contraints de l'interface droite,
g : indice relatif aux modes contraints de l'interface gauche.
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On peut donc écrire ces matrices sous la forme :

gm0
K=p0o0 K
D —
J0 K

05 M Mg Mg
Kag B M=Mgn Mg Mg B
Ko Eﬁgm Mgs Mgy

Compte tenu de leur définition, les modes contraints vérifient :

[u"dl Dl|"d| Eu-'glg O glg
Yy —Dlldd D— D'd Yy =WuFgl g
HUdQD HO E B-pggD El E

Le second membre de I'équation matricielle [éq 4.3.1-2] devient :

D'pdl

b O

OEDOD DOD

|do% -5, 8
'd%aﬁa

En tenant compte de ces notations, développons I'équation matricielle vérifiée par le secteur de base :

Kmmni -

Kgdqd +KggQg -

wz(mmmrli +Mmde +MmgQg) =0

K g 9q +Rdgqg -

wz(mdmni +Mgqdg +Mdeg) =fy,

wz(mgmni +Mggdq +Mggqg) =f
Ug =ej[39qd
fi, = —elPor

9

Introduisons les deux dernieres équations de ce systéme dans les trois premiéres :

(Ko
(Rdd +ejBKdgG)Qd

(Rgd + ejﬁRgge)qd —w

_wzmmm)ni _wz(mmd +ejﬁmmge)Qd =0

_wz(mdmni +(Mdd +ejﬁmdg9)%) =,

( Mgmhi + ( Mg +e! Mgge)Qd):_emede

L'association des deux derniéres équations permet d'éliminer les termes des forces de liaison. On

aboutit alors a un probleme aux valeurs propres final que I'on peut mettre sous la forme :

(R(B)-w?M(B)g =

éq 4.3.1-3
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Avec :
_ g
q=0. 0O
Ha O
-~ K 0 O
K=00o Ky +ePRB+ePOTK 4 +87K 05
g dd FETRggP TE od 9990

. M Mg +€°M;,,0 O
M =L BT R iBrr BT T Tvr o

de +e 70 Mgm Mdd +e Md99+e 0 Mgd +0 I\/Iggﬂg
Les matrices de masse et de rigidité du probléeme final sont hermitiennes. Les valeurs propres
solutions sont donc réelles. D'autre part, le probléme est de taille réduite.
La résolution du probléme aux valeurs propres complexes [éq 4.3.1-3] permet de déterminer les
coordonnées généralisées complexes des modes propres de la structure globale. Les valeurs

complexes des déplacements du secteur de base dans le mode global sont données, a partir des
coordonnées généralisées, par la formule suivante :

q=|e Wy +ePoy,lg éq 4.3.1-4

Pour déterminer les valeurs réelles des déplacements, il faut distinguer trois cas selon les valeurs du
déphasage inter-secteur :

Casn°l: B=0:

Les déplacements (' donnés par la formule [éq 4.3.1-4] sont alors a valeurs réelles. Tous les secteurs
ont méme déformée et vibrent en phase. On a alors un seul mode propre réel :

q=Re(@) =0 éq 4.3.1-5

Casn°2: 0<B<(N+1)/2:

Les déplacements fournis par la formule [éq 4.3.1-4] sont a valeurs complexes. A chacun de ces
modes complexes correspondent deux modes réels dégénérés orthogonaux :

d;=Re(q’) d,=1Im(q") éq 4.3.1-6

Casn°3: B=N/2 (=> N estpair):

Les déplacements fournis par [éq 4.3.1-4] sont alors & valeurs complexes. Il y a N /2 diamétres
nodaux, deux secteurs contigus vibrent alors en opposition de phase. Chaque mode complexe est a
I'origine d'un seul mode réel :

q=Re(q") =-Im(q’) éq 4.3.1-7
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Prise en compte des nceuds de l'axe :

On suppose dans ce paragraphe que les degrés de liberté portés par les nceuds de I'axe, au méme
titre que les nceuds d'interfaces droite et gauche, ont été bloqués pour le calcul des modes
dynamiques du secteur de base et ont fait I'objet de calculs de modes contraints.

La base de projection est donc composée des modes propres dynamiques du secteur de base
encastré a ses interfaces, notés @, et des modes contraints relatifs aux degrés de liberté d'interfaces

droite, gauche et axe, notés Yy, Yqy et Y,.

Comme nous l'avons vu au chapitre 4.2.4, si B est non nul, le déplacement des nceuds de l'axe est
nul (présence d'au moins un diametre nodal). La prise en compte des nceuds de I'axe n'a donc de sens
que si B =0. Dans cette démonstration, nous nous limiterons a ce cas.

Le probléme aux valeurs propres de la structure globale et les équations de liaison, exprimés sur cette
base valent alors :

n; O 00 O
L, HigH F.,
(K-w*M) " O=|¢ Wy @, W 0
Mo [ ¢ e Ta %Lgm
@aﬁ HLaE
dg =6dq et 0y =6,0, ng =-0f , et f_ =-0,f

6q 4.3.1-8

Adoptons les notations suivantes :

m : indice relatif aux modes propres du secteur,

d : indice relatif aux modes contraints de l'interface droite,
g : indice relatif aux modes contraints de l'interface gauche,
a : indice relatif aux modes contraints de l'interface axe.

On peut donc écrire les matrices sous la forme :

gzmm 0 0 0 B |:i\_/lmm mmd mmg mma B
& 0 Ky Ky Kgap v awdm Mgg Mgy Maag
B 0 Egd Egg Egag D\ng Mgd Mgg Mgag

g 0 Kad Kag Kaa@ éwam Mad Mag Maa@

Compte tenu de leur définition, les modes contraints vérifient :

Opgi O Wi O o 0 Qg0 e O W, O

SI" U Dld U B‘l" U DO O BI" U DO U

g, =0 X000 y = Wo_og¥ O g, =080 O
¢ Thpg,0 00 O 9 g0 O1d O @ T, 0 00 O
O "0 O5 O o0 0o, 0O o O DdD
WeD 00 O Weg 000 WO OO
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Le second membre de I'équation matricielle [éq 4.3.1-8] devient :

0 0 0@mODO 00O

Uq

Bl'ldi Id O 0 |_d @: BLd @
glngi 0 1d 0,0 duno
D'I"ai 0 0 Id La% HLaE

En tenant compte de ces notations, développons I'équation matricielle vérifiée par le secteur de base :

Kmmni _wz(mmmrli +mmdqd +mmgqg +Mmaqa) =0

K g q +Kdeg +Kgala _wz(mdmni +Mgq g +mdeg +mdaqa) =f,
Kgady +Kgglg +Kgala _wz(mgmﬂi +Mggdyq +Mggdg +mga‘1a) =fi,
Kadg +Kaglg +Kaala _wz(mamrli +Madqd +Magdyg +MaaQa) =f,
0, =050, et f,_ -0, f

Remplacons, dans les quatre premiéres équations du systeme Qg et ng par leurs expressions

respectives, en fonction de (g et f,_d et réécrivons, sous une autre forme, les deux derniéres
équations du systéme, relatives aux nceuds de I'axe.

(Kmm _wzmmm)ni _wz{(mmd +Mmge)Qd +mmaQa} =0
(Rdd +Kdg9)% +Kgada _wz{(mdmni +(mdd +Mdge)Qd) +mdaQa} =f|,
(Kgd +Rgge)Qd +RgaQa _wz{ gmnl (

(Rad +Kage)Qd +RaaQa _wz{( MamNi +
Ja (1+9 )

(t+6])f =0

ad +Mgge)qd) +Mgaqa} = _ede

ad +Mage)qd) +MaaQa} _fL
Ja

On remplace, dans les quatre premieres équations du systeme (, par son expression déterminée

dans l'avant derniere équation. D'autre part, l'association de la deuxiéme et de la troisieme équation
permet d'éliminer les termes des forces de liaison a droite. Enfin, la quatrieme équation est multipliée

par (1+9;) , ce qui permet d'éliminer les termes des forces de liaison a I'axe. On aboutit alors a un
probléme aux valeurs propres final que I'on peut mettre sous la forme :

(K -0*M)§ =0 6q 4.3.1-9
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Avec :
q=0dq B
al20

gzmm 0 0 B

R=00 Ko +Key0+0"Kyy +0'Ky0 (K +67K (140, )2

Ho (1+ 9;)(Kad +Ka99) (1 +9£)Kaa(1 +0,) u
B mmm mmd +mmge mma (1+9a) B
V= Wy +8 My, Mg +Mgg8+07 Mg +07 Vi 0 (Mg, +6"M (1 +6,)
H(1+ 0, )Mam (1+9; )(Mad +Mage) (1 +0] )Maa (1+0,) -

Les déplacements de l'axe, divisés par deux, permettent de conserver aux matrices de rigidité et de
masse leur caractére hermitien. On restitue les déplacements complexes modaux par la formule
suivante :

a=[o w+eoy, 2u,|g
Méthode de Mac Neal
On considere le probleme aux valeurs propres de la structure globale exprimé sur le secteur de base.

Ce dernier est donc soumis aux forces de liaison qui lui sont appliquées par les secteurs contigus. Par
ailleurs, le secteur de base vérifie les équations de liaison [éq 4.2.4-2]. Nous avons donc :

(K -w’M)q =",
q, =e¥8q, 6q 4.3.2-1
— _plB
ng e’"of
La base modale utilisée pour réduire les dimensions du probléme a résoudre, est une base modale a
interfaces libres comprenant des modes dynamiques et les modes d'attache relatifs aux degrés de

liberté des interfaces droite et gauche. Supposons que les degrés de liberté du secteur de base sont
ordonnés de la maniére suivante :

qu B degrésde liberté internes
q=[0q degrésde liberté de I'interface droite
%]g E degrésde liberté de I'interface gauche

Soient By et Bg , les matrices rectangulaires d'extraction telles que :

Qg =qu et qg :ng
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La condition aux limites sur les déplacements devient avec ces notations :
Bya=eP8Byq O Byg 0 avec Byz elf@Br By éq 4.3.22

Pour les forces, la condition aux limites devient :
—RrT T — T .-ifRTaTl —_ RT
fL=Bif, +BIf, O fg (B} e %BJ6T)i=- Blf_

Considérons comme base, pour la transformation de RITZ, l'ensemble des modes propres
dynamiques du secteur de base, en distinguant les modes identifiés et les modes inconnus :

q= [<|>1 m]%;é éq 4.3.2-3

ou lindice 1 (resp. 2) fait référence aux modes connus (resp. inconnus). Dans la suite, nous
supposerons que les modes propres sont normés a la masse modale unitaire.

En remplagant g par son expression en fonction des modes propres, et en multipliant & gauche par la
transposée de la matrice des modes, les équations matricielles [éq 4.3.2-1] et [éq 4.3.2-2] deviennent :

(A —w’ld)n; =@ f,
(A, —w’ld)n, =@ f, 6q4.3.2-4
Bdg‘ﬁ"“l"'Bdg(pZ"“Z =0

ol A est la matrice des rigidités généralisées (les masses généralisées sont unitaires).

On peut donc en tirer une formulation de N, :

N, =, —&’1d) @ | éq 4.3.2-5

Des lors, on peut éliminer N, du systeme d'équations [éq 4.3.2-4]. On obtient alors le probléme aux
valeurs propres suivant :

2 TT —
(A —wld)n, +@ Bgef =0
2 -1, TpT —
Bdg(ﬁ"“l_Bdg(pz(R\z —w’ld) ® Bdgng =0
Le systeme final a résoudre peut s'écrire :

(K -w?®M)g =0 6q 4.3.2-6

Avec :
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Les expressions des matrices de rigidité et de masse sont :
O A, @By O - 0Od 0g

K=0 M=0, 0
HBag@ _Bnge(w)B-(lj—gE M 0g

La matrice [R,(w)] est la matrice de flexibilit¢ dynamique résiduelle des modes non identifiés :
Re(@) = ®, (A, ~oFld) @)

On approxime la flexibilité dynamique résiduelle par sa contribution statique, en prenant en compte les
modes d'attache. Alors, la formule de restitution qui permet de calculer les valeurs complexes des
déplacements a partir des coordonnées généralisées des modes solutions de [éq 4.3.2-6] est la
suivante :

q =@ -Re(0)Bg|d

Les valeurs réelles des déplacements sont déterminées, comme pour la méthode de Craig-Bampton,
par les formules [éq 4.3.1-5], [éq 4.3.1-6], [et éq 4.3.1-7].

Prise en compte des nceuds de l'axe :

Nous supposons, dans ce paragraphe, que les degrés de liberté portés par les nceuds de l'axe, au
méme titre que les noeuds d'interfaces droite et gauche, ont fait I'objet de calculs de modes d'attache.

Nous nous limitons & 8 =0 qui est le seul cas modifié par la prise en compte des nceuds de l'axe
(8 4.2.4 et 4.3.1). Nous avons donc :

(K —a)2|\/|)q :fL
qg =6qq et ng =—efLd
Ga =00, 0 & 6,)az 0 6q 4327

— — T f'-a
fLa - _eafLa D fLa_ (a.' ea)T
L'organisation des degrés de liberté du secteur de base est similaire a celle du chapitre précédent :

0g; O degrésde liberté internes
Bqd H degrésde liberté de I'interface droite
q= %:]g B degrésde liberté de I'interface gauche

HlaH  degrésde liberté de I'interface axe

Soient B, la matrice rectangulaire d'extraction des degrés de liberté de I'axe :
da = Baq
La condition aux limites sur les déplacements de 'axe devient avec ces notations :

(1-6,)B.a=0 O B,.g 0 avec B,z (85 1)B,
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Pour les forces, la condition aux limites devient :

f
fL=Bfy, +Bif, +BIf, O fz- Blf s BI(r 6]) >

fL
0 fl_:_ B-(Ij-gng_ B-zla-a 2

La base de la transformation de RITZ est composée de I'ensemble des modes propres libres du
secteur de base, en distinguant les modes identifiés (indice 1) et les modes inconnus (indice 2) définie
par I'équation [éq 4.3.2-3].

L'équation [éq 4.3.2-7], écrite dans cette base prend la forme suivante :

(A -’ Id)n, =g,
(A, ~w’ld)n, =@ f,
Bag®@My +Bgg@m, =0
Baa®@My +Baa@m, =0

6q 4.3.2-8

La seconde équation permet de déterminer n, (cf. [éq 4.3.2-5]), qui peut ainsi étre éliminé du
systéme. On obtient alors le probléme aux valeurs propres suivant :

f
(A —a1d)n; +@ BfL, +@ Bl =0

f
T T _La
Bdg(ﬁ"“l_Bnge(w)Bdgng —BygRe(W)Ba, 2

fL
Baa‘ﬁ"lh_BaaRe(w)ngng _BaaRe(w)B;a 2a =0

=0

Ainsi, en définissant le vecteur inconnu suivant :

Ao
ﬁ=Df|_ 0
550
i /25
On obtient le systéeme final suivant :
(K -w?*M)§ =0 6q 4.3.2-9
avec :
B)\l (HTB-(Ij-g QTB;a B Eld 0 OB
K=Bg® -ByRe(w)Bg —Bnge(w)Bgag M=0 0 0g
aa® _BaaRe(w)B-(lj—g _BaaRe(w)B-zla—aD HO 0 OE

La division par deux des forces de liaison appliquées a l'axe permet de conserver aux matrices de
rigidité et de masse leur caractere hermitien.
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On restitue les déplacements complexes modaux par la formule suivante :
= -R.(0)B}, -2R.(0BL|d
qa=1a e dg e aald

Mise en ceuvre dans le Code_ Aster

Le traitement du secteur de base est identique a celui des sous-structures dans la sous-structuration
classique. Il fait intervenir les opérateurs : MODE_| TER_SI MULT [U4.52.02] ou MODE_| TER | NV
[U4.52.01], DEFI _| NTERF_DYNA [U4.55.03] et DEFI _BASE_MODALE [U4.55.04].

Les modes propres de la structure a symétrie cyclique sont calculés par l'opérateur MODE_| TER_CYCL
[U4.52.03] en fonction de la base de projection du secteur de base précédemment définie et du
nombre de secteurs de la structure compléte.

La restitution des résultats sur base physique est identique a la sous-structuration classique. Elle fait

intervenir I'opérateur REST_BASE PHYS [U4.64.01] et éventuellement I'opérateur DEFI _SQUELETTE
[U4.75.01].

Conclusion

Les principes de la sous structuration permettent d'exposer la transformation de RITZ et la
recombinaison modale pour aboutir a la synthése modale qui intégre ces deux techniques. Les régles
de liaisonnement entre sous-structures sont explicitées.

Deux méthodes ont été développées dans le Code_Aster : celle de Craig-Bampton et celle de Mac
Neal. Nous présentons, ici, leurs particularités, aussi bien dans la définition de la base modale initiale,
gue dans son exploitation.

Aprés avoir exposeé la définition d'une structure a symétrie cyclique et les propriétés qui en découlent,
nous avons présenté les méthodes de sous-structuration cyclique mises en ceuvre dans le
Code_Aster. Elles se révélent trés intéressantes pour le calcul des modes propres d'une structure a
symétrie cyclique, telles que les rotors des machines tournantes dont elles profitent pleinement des
caractéristiques géométriques et mécaniques.
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