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Résumé :

Les éléments de plaque [R3.07.03] sont destinés aux calculs de structures minces tridimensionnelles. Le
feuillet moyen de ces structures ne coincide pas toujours avec le plan d’épure ou plan de maillage. On introduit
donc la notion d’excentrement du feuillet moyen par rapport au plan d’épure. Elle est utilisable pour des
éléments avec prise en compte du cisaillement transverse, ou sans cette hypothése.
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Introduction

Dans le but de pouvoir analyser le comportement de structures élancées de type plaque, ou surfaces
courbes approchées par des facettes, dont le feuillet moyen est excentré par rapport au plan
d’application des efforts, on introduit la notion d’excentrement du feuillet moyen par rapport a la
surface de maillage. Les champs de déplacement variant linéairement dans I'épaisseur de la plaque
ont pour origine la surface de maillage, c’est-a-dire qu’au niveau de la surface de maillage, les seuls
degrés de liberté de translation sont nécessaires a la description du déplacement.

L’introduction de la cinématique dans I'expression du travail de déformation permet d’obtenir les
rigidités de membrane, de flexion et de cisaillement transverse de I'élément excentré a partir de celles
de I’ élément équivalent non excentré et de la distance d’excentrement. L’ensemble des calculs (hors
post-traitement spécifique) est donc fait dans un repére d’épure attaché au plan du maillage. Par
défaut les résultats sont donc obtenus dans le repére du maillage. Pour certains post-traitements, il est
possible d’avoir automatiquement ces résultats dans d’autres repéres dans la mesure ou l'utilisateur
indique la position du plan de post-traitement par rapport au plan du maillage.

La distance d’excentrement entre le plan du maillage et le feuillet moyen de la plaque est donnée dans
AFFE_CARA ELEMau méme niveau que I'épaisseur. Un excentrement d positif signifie que la surface
moyenne de la plaque est en réalité a une distance dn de I'élément de plaque maillé, la direction n
étant donnée par la normale a I'élément (voir [§4.1] de la documentation de référence [R3.07.03] des
éléments de plaque pour la construction de cette normale).

Les notations adoptées sont celles de la note [R3.07.03] sur les éléments de plaques DKT, DST, DKQ,
DSQ et UG
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2 Formulation

21 Géomeétrie

Pour les éléments de plaque excentrés, la surface de référence est donnée par le plan d’épure ou plan
du maillage (plan x y par exemple). Le feuillet moyen de I'élément est positionné par rapport a cette
surface de référence. L’épaisseur h(x,y) doit étre petite par rapport aux autres dimensions (extensions,
rayons de courbure) de la structure a modéliser. La figure [Figure 2.1-a] ci-dessous illustre notre
propos. Concernant la valeur de I'excentrement d, et du fait des conditions de linéarisation de la flexion
adoptées dans la théorie, on prendra d de sorte qu’un élément d’épaisseur d+h reste dans la théorie
des plaques.

Solide 3D

—

Epaisseur h<L,b,R,R:

Figure 2.1-a

On attache au plan d’épure (le plan du maillage) un repére orthonormé local Oxyz associé au plan du
maillage différent du repére global OXYZ. La position des points de la plaque est donnée par les
coordonnées cartésiennes (x,y) dans le plan d’épure (plan du maillage) et I'élévation z par rapport a ce
plan.
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2.2 Cinématique

Les sections droites qui sont les sections perpendiculaires au feuillet moyen de la plaque restent
droites. Les points matériels situés sur une normale a la surface moyenne non déformée restent sur
une droite dans la configuration déformée. Il résulte de cette approche que les champs de
déplacement varient linéairement dans I'épaisseur de la plaque. Si I'on désigne par u,v,w les
déplacements d’un point du plan d’épure q(x,y,z) suivant x,y et z, la cinématique de Hencky-Mindlin

nous donne :
u, (X,5,2)) (u(x,y) 0, (x,y) u(x,y) B, (x,y)
u,(X,y,2) [ =| v(x,y) [t2] =B, (x,y) | =] V(X,y) |*+2] B, (X,y)
u,(x,y,2) ) (W(X,y) 0 w(X,y) 0

oUu: u, v, wsontles déplacements du plan d’épure ;
Hx et 6, sont respectivement les rotations de ce plan par rapport a respectivement I'axe x et
l'axey.
On préfére introduire les deux rotations B, (X,y) =0, (x,y),B, (x,y) = =0, (X,y) . Les déformations
tridimensionnelles en tout point, avec la cinématique introduite précédemment, sont ainsi données
par :
8XX = eXX +ZKXX
syy = eyy + ZKY)’
28, =Y, =2, 27K
28XZ = yX

Zsyz =y,

ou: ey, ey et e, sontles déformations membranaires de la surface moyenne ;
% et i, les déformations associées aux cisaillements transverses ;
Kxx Ky, Ky €S déformations de flexion de la surface moyenne, qui s’écrivent :

_0du
exx -3
0x
_ov
Cyy _5
2e _6_V+6_u
¥ooox oy
KXX _%
0x
aBy
Kyy - ay
2 :%+%
Yooy ox
ow
Y, =B, +a—x
ow
y, =B, +E
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Remarque :

e dans les théories de plaque, lintroduction de Bx et By permet de symeétriser les
formulations des déformations et les équations d’équilibre [R3.07.03]. Dans les théories
de coque, on utilise plutét 6, et Gy et les couples associés M et My par rapport a x

ety,

e les degrés de liberté que I'on a choisi sont les déplacements et rotations du plan d’épure
et non pas ceux du feuillet moyen. En effet si I'on envisage la superposition de plusieurs
plaques excentrées pour réaliser un matériau sandwich il ne peut correspondre aux
nceuds du maillage qu’un seul champ de déplacement et non pas les différents champs
de déplacements des couches composant le matériau.

2.3 Loi de comportement

Le comportement des plaques est un comportement 3D en "contraintes planes". La contrainte

transversale 0, est prise nulle car négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur des
contraintes (hypothése des contraintes planes). La loi de comportement la plus générale s’écrit alors

ainsi :
oxx exx Cxx XX 0
Oyy eyy €y Kyy 0
0, |=C(0) Y, |=Ce+zCKk+Cy avec e=| 2¢ |, K=|2K, ety=| 0
0XZ yX 0 O yX
o Y 0 0 Y

yz y

<

ou : C(g,a) est la matrice de rigidité tangente locale en contraintes planes ;
o représente 'ensemble des variables internes lorsque le comportement est non linéaire.

Pour des comportements (par exemple des multicouches) pour lesquels les distorsions sont couplées
aux déformations de membrane et de flexion, C(g,a) se met sous la forme :

c(H H,
(H! H

Y

ol : H(e,a) est une matrice 3x3 symétrique ;
H(¢,a) une matrice 2x2 symétrique ;
H/(g,a) une matrice 3x2 de couplage entre les effets de membrane ou de flexion et de
cisaillement transverse.

Dans le cas ou c’est découplé, on a H,(¢,0)=0. La détermination de H(¢,a) dans le cadre de la théorie
de Reissner ([§2.2.3.2] de [R3.07.03]) est donnée en annexe. On montre qu’elle est équivalente a celle
des plaques non excentrées.
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3 Principe des travaux virtuels

3.1  Travail de déformation

L’expression générale du travail de déformation 3D pour I'élément de plaque excentré de la distance d
par rapport au plan de référence vaut :

d+h/2
Wdef :I j(sxxo-xx tE
S d-h/2

chyy +yXY0XY + yXO’XZ + yycyz)dv

ou S est la surface moyenne, dV=dxdydz et ou la position dans I'épaisseur de la plaque varie entre
d-h/2 et d+h/2.

3.1.1 Expression des efforts résultants

En adoptant la cinématique de [R3.07.03], on identifie le travail des efforts intérieurs :

Wdef :J.(exxNXX +enyyy +2eXyNXY +KXXMXX +KYYMYY +2KXYMXY +yXTX +yYTy)dS
S

ou :

Nxx arn/2| Oxx
N=|N :j o dz
N

yy yy
d-h/2
Xy Xy
Mxx a+h/2| Oxx
M= M, |= [ |0, |z
d-h/2
MXY Xy

T d+h/2 o
vl Lok
y d-h/2 OYZ
ou: N, N, N, sont les efforts résultants de membrane (en N/m) ;
M., M,,, M,, sont les efforts résultants de flexion ou moments par rapport au plan d’épure (en
N);
T., T, sont les efforts résultants de cisaillement ou efforts tranchants (en N/m).

3.1.2 Relation efforts résultants déformations généralisées

L’expression du travail de déformation s’écrit aussi :

d+h/2 d+h/2
Wy =[ [[eC(e,0)eldV = [[eCe+zeCk +eCy+7zkCe +2’KCK +zKCy + yC(e + 7K +Y)]dSdz
S d-h/2 S d-h/2

ou : C(g,a) est la matrice de rigidité tangente locale (matrice symétrique).
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Ceci s’écrit encore :

h/2
Wy =[ [[eCe+(Z+d)eCk +eCy+K( +d)Ce+ (L +d)’KCK +K(Z +d)Cy+YC(e +(Z +d)K +y)}dSd

2

En utilisant I'expression obtenue pour Wy au paragraphe précédent, on trouve la relation suivante
entre les efforts résultants et les déformations généraliées :

N=H_,e+(H, +dH )x+H_ Y
M :(Hmf +de)e+(Hf +2def +d2Hm)K+(ny +dey)y
T=H,e+(Hy +dH ) k+H,y

fy

avec .
+h/2 +h/2 +h/2
H, = dez H, = j HIdl H, = IHZZdZ
-h/2 -h/2 -h/2
+h/2 +h/2 +h/2
H, = [H,d H,, = [H,d H, = [H,Id&
-h/2 -h/2 -h/2
et:
eXX KXX
_ _ Y«
e= eyy , K= Kyy , Y= y
y
2e,, 2K,

Les matrices H,,, H; et H, sont les matrices de rigidit¢ en membrane, flexion et cisaillement
transverse, respectivement, pour I'élément de plague non excentré. La matrice H,; est une matrice de
rigidité de couplage entre la membrane et la flexion pour I'élément de plaque non excentré. Elle est
nulle si I'élément de plaque est symétrique par rapport a son feuillet moyen. La matrice H,,y est une
matrice de rigidité de couplage entre la membrane et la distorsion transverse. La matrice Hy, est une
matrice de rigidité de couplage entre la flexion et la distorsion transverse. Ces matrices sont nulles
pour un excentrement nul, sauf dans le cas des multicouches ou elles restent non nulles.

Pour un comportement élastigue homogéne isotrope, ces matrices ont pour expression :

Eh by 0 Eh’ bv o kEh (1 O
H,=——|v. 1 0 Hfz—lz(1 5 1 0 | H“‘:—2(1+ )(o J
_ _ - - \%

v 0 0 12V v 0 0 12V

et Hye= H,y= Hy= 0 car il y a une symétrie matérielle par rapport au plan {=0.

Pour la détermination du coefficient de cisaillement k on renvoie au [§2.2.3] de [R3.07.03].
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Le systéme de relation entre les efforts résultants et les déformations généralisées peut aussi s’écrire :
N=H_e+H K+H_ Y
M=He+HK+Hy
— T 1T
T=H,e+H, K+H,y
avec :
H;nf :Hmf +de
H; =H, +2dH,; +d°H,,
Hi, =H;, +dH,,
Ainsi, dans le cas d’'une plaque possédant la symétrie matérielle par rapport au plan (=0, on a H,;;=0
mais H ; =dH . L'excentrement de la plaque entraine un couplage entre les termes de membrane
et de flexion.
Remarques :
Les relations liant H,, H; H,r a H et H, a H, sont valides quelle que soit la loi de
comportement élastique tangente, avec déformations anélastiques (thermoélasticité,
plasticite, ...).
Pour une plague constituée de N couches orthotropes en élasticité, les matrices H,,, H Hy, €t He
s’écrivent :
N N N 5 N
Hm :szi’ Hmf :Z(Hmﬁ +r]iHmi)’ Hf :Z(Hfi +2r]iHmfi +r]iHmi)’ Hct :ZHcti
=l i=l i=l i=l
ou r]] (Zi+1 + Zl)
Hmi, Hs, Hms, Hyi représentent les matrices de membrane, de flexion, de couplage membrane flexion et
de cisaillement transverse pour la couche i. On remarque I'analogie entre ces expressions avec la
forme établie ci-dessus :
Hmf = Hmf + de
o 2
H; =H, +2dH , +d"H
On en déduit alors que I'excentrement pour une telle plaque est obtenu en substituant N, +d a n;.
3.1.3 Energie interne élastique de plaque

Compte tenu des remarques précédentes, I'énergie interne élastique de la plaque s’exprime plus
habituellement pour ce genre de géométrie de la fagon suivante :

1
P,y = [le(H,ye + Hiyk + ) + K(H e + K+ HLY) + y(H e + HiTK + HL YIS,
S
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3.1.4 Remarque

On peut choisir d’exprimer les efforts résultants de flexion ou moments par rapport au feuillet moyen
de I'élément et non plus par rapport au plan de référence. Dans ce cas on obtient :

NXX d+h/2 GXX MXX d+h/2 GXX T d+h/2 o
— —_ r_ ] _ _ _ X | _ XZ
N=|N, |= j o, [dz, M'=|M, |= j Oy (z=d)z, T=| = j 5 iz
d-h/2 ! d-h/2 y d-h/2 yz
ny o-xy Mxy ny

et I'expression du travail des efforts intérieurs devient :

Wdef :I(exxNxx +enyyy + Zexnyy + Kxx (M'xx +dex) + Kyy(M'yy +dNyy) +2ny(M,xy +dey) +yxTx +nyy)dS
S

On en déduit alors en utilisant I'expression 3D du travail de déformation que :

N =Hme-'-(Hmf +de)K+Hmyy
M'+dN=(H +dH, )e+(H; +2dH ; +d’H )k +(H +dH )y
T=H,e+(Hy+dH )k+H,y
Soit encore :
N=H_,e+(H, +dH )x+H,_ Yy
M'=H,e+(H; +dH, )k +Hgy.
T=He+(Hy+dH )Kk+H_y

L’expression de I'énergie interne de la plaque reste bien sir inchangée quant a elle. Dans le cas de
I'élasticité, elle s’écrit toujours :

®, :% [Te(H e + Hly Kk + H, y) + K(H e+ HyK + Hyy) + Y(H e + Hy K + H,y)ldS
S

La question du choix du plan intéressant a utiliser pour I'expression des moments peut varier d’'une
situation a une autre.

<

M| M- ST

Dans le cas de la figure de droite, 'approche développée ci-dessus est préférable car 'expression des
chargements est définie par rapport au feuillet moyen de chaque plaque. Dans le cas de la figure de
gauche, si 'on souhaite remplacer la coque multi-couche par deux coques excentrées, I'axe de
référence est le feuillet moyen de la coque multi-couche. On a donc intérét a tout définir par rapport au
plan d’épure. C’est cette approche qui est retenue dans le code. Tous les chargements appliqués sont
considérés comme étant définis par défaut dans le repére d’épure ou plan du maillage. Si jamais
certains chargements sont définis par rapport & d’autres plans (feuillet moyen, feuillet supérieur ou
inférieur) c’est a I'utilisateur de faire les changements de repére appropriés, a la main ou par le biais
du fichier de commande en précisant le plan d’application des efforts quand cela est possible (voir
[§5]), pour se ramener a un chargement défini dans le plan du maillage.
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3.2 Travail des forces et couples extérieurs

Le travail des forces et couples s’exercant sur la plaque s’exprime de la maniére suivante :

d+h/2 d+h/2
W =[ [F,UdV+[FUdS+[ [F, Udzds

Sd-h/2 S Cd-h/2

ou: F, F, F. sont les efforts volumiques, surfaciques et de contour s’exergant sur la plaque,
respectivement.
C est la partie du contour de la plaque sur laquelle les efforts de contour F. sont appliqués.

Avec la cinématique du [§2.2], on détermine ainsi :

W, = [(fu+f,v+f,w+c 8 +c B)dS+[(@u+@v+ew+X,B, +X,0,)ds
S C

= J'(fxu +f,v+f,w+c B, —cXBy)dS+j(cpxu +Q, v+, w+X,B, —X.B,)ds
S C

ou sont présents sur la plaque :

. f..f,,f, les forces surfaciques agissant suivant x, y et z ;
+h/2
- f. = J-Fv.eidz +F,.e; ou e et e, sont les vecteurs de base du plan tangent et e, leur
~h/2
vecteur normal ;
. Cy»Cy couples surfaciques agissant autour des axes x ety ;
+h/2 h
e = J.[(z +d)e,[F,].e,dz+ [(dt E)eﬂ F.].e, ou e, e, e, sont les vecteurs de base
—h/2
précédemment définis.

et ou sont présents sur le contour de la plaque :

. @.. 4, @ les forces linéiques agissant suivant x, y et z ;
+h/2

. 0 = J‘Fc .,dz ou e, ey, e, sont les vecteurs de base précédemment définis ;
~h/2

. X:» X, les couples linéiques autour des axes x ety ;

+h/2

« X, = J[(z +d)e,JF, ].e,dz ou e,, ey, e, sont les vecteurs de base précédemment définis.
-h/2

Remarque :

Les moments par rapport a z sont nuls. Les efforts et les couples sont exprimés dans le
repere du maillage. Tous les calculs sont faits par défaut dans le repére d’épure. Si des
efforts ou des couples sont exprimés dans un autre repére ( celui du feuillet moyen de la
plaque par exemple) I'utilisateur devra faire les conversions a la main s'il utilise les options
par défaut ou bien préciser le plan d’application des efforts (voir le paragraphe [§5]).

3.3 Principe du travail virtuel et équations d’équilibre
Ce paragraphe est inchangé par rapport au paragraphe [§3.3] de [R3.07.03].
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4 Discrétisation numérique de la formulation variationnelle
issue du principe du travail virtuel

4.1 Introduction

La formulation variationnelle pour I'énergie interne nous permet d’écrire :

W, = [[Be(H,, e+ Hi K +H,,y) + 5k(H e + HyK + Hyy) + Sy(H e + Hyy k + H,y)ldS
S

avec .

u
R e _(w. *B,
e=| v, | K=| By, | Y= B
u_+v B..+B v
sy »X X,y y,X
Les cinq degrés de liberté sont les déplacements dans le plan du maillage u et v, hors plan w et les

deux rotations Py et f3,.

Les éléments DKT et DST sont des éléments isoparamétriques triangulaires. Les éléments DKQ, DSQ et
Ay sont des éléments isoparamétriques quadrilatéraux. lls sont représentés ci-dessous :

Figure 4.1-a : Eléments réels
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Les éléments de référence sont présentés ci-dessous :

A r] A r]
(Oal)‘s ('131)
4

(L.1)

2
(1,0)

(0,0) s

2
(L-1)

1
('13'1)

Figure 4.1-b : Eléments de référence triangle et quadrangle

On définit le repére réduit de I'élément comme le repére (§,n) de I'élément de référence. Le repére
local de I'élément, dans le plan d’épure (x,y) est défini par I'utilisateur, par le mot-clé ANGLE REP. La
direction X1 de ce repére local est la projection d’'une direction de référence d sur le plan de I'élément.
Cette direction de référence d est choisie par I'utilisateur qui la définit par deux angles nautiques dans
le repére global. La normale N au plan de I'élément (12 [113 pour un triangle numéroté 123 et 12 [114
pour un quadrangle numéroté 1234) fixe la seconde direction. Le produit vectoriel des deux vecteurs
précédemment définis Y1=N [IX1 permet de définir le triédre local dans lequel seront exprimés les
efforts généralisés représentant I'état de contraintes. L'utilisateur devra veiller a ce que l'axe de
référence choisi ne se retrouve pas paralléle a la normale de certains éléments de plaque. Par défaut,
la direction de référence d est I'axe X du repére global de définition du maillage.

Remarque :

Pour les éléments de plaque QUADA, l'utilisation d’un élément non coplanaire peut aboutir a
des irrégularités ([bib1]). Dans ce cas, l'utilisateur est alerté.

Discrétisation du champ de déplacement

La matrice jacobienne J(¢,7) est:

N
N..x N..v.
J:[X,E Y,Ejz ; g ; ieYi :(Jll lej
N N
X y J J
N N Z_I:mei Z_I:Nmyi 21 2
En outre :
9
i i J -J
= %] avec j:(?” J-”J: ‘lzl( 2 12} o) =detd = 1,1, -0,
- Ja J» J\=JTy Ji
on
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Le champ de déplacement est discrétisé par :

HRATE

w N Wy 2N 0
Be| =2 NLEM B | +1 2 | PulEm |ay]
IBy k=l :Byk kN Pyk(é’n)

15/07/03
15/36

Dans cette derniére expression, le terme entre crochets est présent pour les éléments du type DKT,

DST, DKQou DSQ, mais pas pour les éléments Q4y.

4.3 Prise en compte de la distorsion transverse

On rappelle que la différence essentielle entre les éléments DKT, DKQ d’'une part et DST, DSQ, 4y
d’autre part vient du fait que pour les premiers la distorsion transverse est nulle soit encore y = 0. La
différence entre Q4y et les éléments DST et DSQ vient d’un choix différent d’interpolation pour la
représentation du cisaillement transverse. L'introduction de I'excentrement conduit a un traitement

particulier du cisaillement transverse.

On remplace dans I'expression de I'énergie interne établie au [§4.1] Y par Y ou les Yy sont des
déformations de substitution vérifiant Y =Yy de facon faible (intégrale sur les cotés de I'élément), et

telles que :
N=H_ e+H K+H_ Yy
M=He+HK+H;y
T=H_e+H K+H_y

j
On vérifie ainsi que sur les cotés ij de I'élément, on a : J‘(VS —Y,)ds=0 avecy, =w +f3,.

1

4.3.1 Pour les éléments Q4y

On discrétise linéairement le champ Yy constant par c6té de telle sorte que :

1-n 1+n
2 y?

_ 12
eVl 2 T

Vn 1—5y23+1—5

2 " 2

41
Yn

En utilisant alors les relations :
+1
(Ve=(we+B)ds=0;
-1
+1
Vp=(w, +B)dn=0

-1
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on établit que :

1
E(Wj W +BE1’ +B§])
pour (ij)=(12,34) et (kp)=(23,41).

1
- :E(Wp — Wi +Bnp +B.)

i —
Y: =
n

En reportant les deux résultats ci-dessus dans I'expression de VE , on établit que :

_ 14
{_ E — ]
y = _" =Bl
% ERE
Wi
B
By
o o t BL=(B B B = Nie §Nge 0
ou:ugp= e ¢ =(Bg, . Bgy) avec By = Ny 0 TNy
Wy ’ ’
B
Bex

De plus, comme :
['3&') _(Jn lej[ﬁxij
By) I I\ B,

on en déduit que
7' =B,
Wi
B
B,
ou: u,= : et By=(Bg,,Bgy)
Wy
By
By

Nyg kak,EJll kak,ngz
avec . B& =
Nin MNipJar MNijydan

Finalement :
. ij (jn jlzj_f
= =" . =B,u, avec B,y =iB
g (yy Jar J» 4 ! 12x38] ~ 1P¢
Remarque :
Ce traitement est équivalent a celui des éléments 4y non excentrés du [§4.3.2.1] de
[R3.07.03].

HT-66/03/005/A
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4.3.2 Pour les éléments du type DKT,DST,DKQDSQ

En ce qui concerne les distorsions transverses, on sait que :
= — — I I r —
T,=M_,,+tM_ etT =M +M  avec M=H_ ,e+H;K+H,y

On en déduit que :

Calcul de : H: H

ou: B =By Buw Biw Byw Biw By

T =
u,xx - (u,xx u,yy u,xy V,xx V,yy V,xy
mf mf mf mf mf mf mf
avec : ﬁc - Hll H33 2H13 Hl3 H23 H12 +H33
: m }{nﬁ }{nﬁ }{nﬁ *_}{nﬁ }lnﬂ }{nﬁ 2}1nﬂ
13 23 12 33 33 22 23

g = Hi Hso 2H, o Hp Hiy Hy, +H
©\Hl, Hy H,+H, Hy H, 2H;,

ou les Hg’f sont les termes (i,j) de H', etou les HlfJ sont les termes (i,j) de H} .

Comme :
N 2N N 2N
Bx,xx :ZNk,xx & MBy + Zka,xx & na, :ZNk,xx & NBy + Z(jlz1ka,zz +2j11j12ka,zn +j122ka,nr| )
k;l k;l:]*—l k;l k=2§+1
Bx,yy = ZNk,yy & nNB, + Zka,yy(Ean)ak = ZNk,yy @&, nNB, + Z(j;ka,zz +2j21j22ka,zn +j§2ka,nn )a
kN—l k_;;;l l;—l k—ZII\\II+l
Bow =2 NGBy + D Py Emay, =X Ny EMBy *+ X (GnnPucs +inds *ininPas +indsiPucmn )0
kN:l k=2];+l k:; k:IZ\II:l
By,xx = ZNk,xx (E?n)Byk + _Z:Pyk,xx & na, :ZNk,xx (E,H)Byk + _Z(jlzlpyk,zz +2j11j12Pyk,Er| +j122PykJ]"I)ak
kl\gl k;z'ﬂ kl\;l k;z‘*l
By,yy = ;Nk,yy (E,H)Byk +k_ZN+]Pyk,yy @&, na, = ;Nk,yy (E:H)Byk +k_ZN+](j§1Pyk,EE +2j21j22Pyk,Er] +j§2Pyk,rm)ak
N 2N N 2N
By :;Nk,xy (& B +kZN‘,HPyk,xy(E,ﬂ)0(k :;Nk,xy(z5n)8yk +k§+1(j1|j2|Pyk,EE 0o F o Pacey + o Py )0
Blxx
avec .
0 jl21Nk,£E + 2j11j12Nk,£q + j122Nk,r]r]
0 j;lNk,EE + 2’j21j22Nk,Er| + jgsz,nn W
B =ZN: 0 JidoNyg tLndo tiinda N 32Ny ) o 0 . Bx::
1| 0 0 J11Nk,§§ +2.]11.]12Nk,£r] +J12Nk,nn B
0 0 BiNeg * 2ninNig + %N "
0 0 j]ljZINk,EE +[j|1j22 +j]2j21]Nk,Er] +j]2j22Nk,r]r]
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la premiére contribution a B dans I'expression ci-dessus et :
jllek,EE + 2jllj12Nk,£r] + jlzsz,nn 0
j;lNk,EE + 2j21j22Nk,£n + jisz,nn 0
— N jlljZINk,EE +[j11j22 +j12j21]Nk,En +j12j22Nk,nn 0

P 0
0
0
soit encore sous forme matricielle que :

jllek,EE +2j11j12Nk,En +j122N
j;lNk,EE +2j21j22Nk,En +j§2Nk,rm
jlljlek,EE +[j11j22 +j12j21]Nk,Er] +j12j22Nk,rm

k,nn

U B xx
Uy Bx,yy
T =H° Uy +H: Bx,Xy
" V,xx By,xx
Vyy I‘j’y,yy
Vo By,xy
Ck(jIZIPk,EZ +2j11j12Pk,Er] +j122Pk,nn)
Wk ] (.:k (jglpk,££v+'2j21jlzzf?k,in +j§2P]i.”n,)
-H iPk (uk}_'_HciPk B +HE %G Ck(JnglPk,zz +inin +J12J21]Pk,zn +J11J21Pk,nq)
m cm f cf xk f k . P .
k=1 Vi = b B K=N+1 Sk(lelpk,{{ +2J11J12Pk,zn +J122Pk,nr])
* Se (3Pt * 2iminPisy +inPumn)
Sk(jlljZIPk.EE *linn +j12j21]Pk,Er] +J.11J.21Pk‘nn)
CkPk.EE
CkPkm
N u N Wi N CkPkE
:H:nchkm( kj"—H;ZPCIES Bxk +Z H;TZ o ak
k=1 K k=1 B K=N+ S P
w S Py
SkPk’m
e o k uk Iyc > k Wk Iyc o
:Hmchm +HI’ZP(:B Bxk +HI'T2 zTckak
k=1 Vi k=1 K=N+

By

=H;P, U, +H{P U, +HT,T,a=B_ U, +B,U,+B_ 0

Ou:

Ty =T+ Tean)

) ) ..
¢ 0 Ji J12 2/
) _ .2 2 ..
T, —(0 ¢ J avec t, = J2 2j21J2
Juda Jizdn Jndn tiida
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Wy
Bxl
Byl

Wi
BXN
ByN

On peut aussi écrire :
T= chnu + Hﬁﬁ,xx = chUm + BCBUfB + Bcua

XX

J
En utilisant la relation .[(VS —Y,)ds =0 avec y, =w , +[3; pour chacun des cotés ij de I'élément, on

peut obtenir les ay puisque cette relation s’écrit encore :
L, 2 R
W, —w, + T(Ckai + SkByi + Ckaj + SkByj) + ELkak =L,V
ou:
Yo =(C. SOV=(C, SOHL[T-H, e—-H{ K]
= (Ck Sk)H;:lt [(ch my m )U + (B H;JBfﬁ)UIB + (Bc - H'TBlG )a]

La relation ci-dessus s’écrit encore sous forme matricielle :
A,a= (AW + AB)UfB +A, U,
0 0 LyaCuan LyuSya

avec:Aq:§ 0o . 0 |- : : H (B, -HyB,)
0 O L2N L2NC2N LZNSZN

=2 LyaCyn LyaSyn 20 LGy LyaSya O 0 0 0 0 0
A = _l 0 0 0 -2 LG LaSa 2 LinCini LiaSia 0 0 0
" 210 0 0 0 0 0 =2 LG LonaSona 20 LowoiGona LonaSon
2 LonCoy LoxSon 0 0 o 0 0 -2 LonCox LoxSon

H (B, -HyBy)
L,xSox

[LNHCNH LN+ISN+1

my" m

N+1 N+l N+ISN+1
: H B, -H.B,)

2NSZN
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Ainsi :

a=P,U,+P,U,
avec :
P, =A (A, tA))
P =AA_

ce qui implique :
T=B, +BP,)U, + (BCB + BCO(PB)UfB
Remarques :

Pour les éléments du type DKT et DST, on a B, =B =0. Il en résulte des expressions
simplifiées des équations précédentes.

Matrice de rigidité élémentaire

Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments Q4y

On reprend les expressions des matrices de rigidité données au [§4.4.1] de la documentation de
référence [R3.07.03] et on remplace H , par H' H, par H; et H, par Hj, . On notera que

mf °

dans [R3.07.03] les résultats étaient présentés sans terme de couplage membrane cisaillement
transverse ou flexion cisaillement transverse. On les rajoute ici.

Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DKT, DKQ

On reprend les expressions des matrices de rigidité données au [§4.4.1] de la documentation de
référence [R3.07.03] et on remplace H_, par H . , H, par H}. Puisque la relaton y=0 est

satisfaite les couplages membrane cisaillement transverse ou flexion cisaillement transverse sont
inexistants.

Matrice de rigidité élémentaire pour les éléments DST, DSQ

Ona:

= j de(H,e+H K+H, y-H, H, ~'T)+3KH,e+H,k+H,y-H;H ~"T)+3TH,  TdS=

-H_ H "H] Je+[H, -H _H ~H{K)+3K(H, ~H H, "H] le+[H; ~-H{ H ~H{ ]«)+8TH_~TdS
Soit encore :

Wy, = [ Be(H),e + H, K) + Sk(H/ e + H{K) + 3TH,, 'TdS
ou:

"o _ -1 T
Hm _Hm Hmchthy
H, =H, -H,HHy
H{ =H; -H  H H{
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Dou :

oW,

nt

j(éUiB;H;'anUm +dU B H" B, U, +3U/B;H" B, U, +3U;/B/HB, U,

+ 6GTBZGHCt_lBCUa + BGTBZGHCt_lBCITIUm + 6UI’IBZmHCt_lBCGa + 6U;£1BZcht_chmUm

+3a'B,H, B, U, +3U BLH "B ,a+3U B H, 'B,U;,

+6UTBTH _IB U +6UTB H, _IB U _)dS

= (jB H"B_dS)U,. +6Uf(jB H'"B,dS)U, +3U" (jB H" B,dS)U, + 38U’ (jB H"'B_dS)U_

+3a" (jB H_ 'B_dS)a +3a” (jB H, 'B_dS)U,, +5U" (jBTH ”B, dS)cx+6U (jBTH "B, dS)U,,
+8a” (jB H 'chgdS)Um+6Uﬂ3(J-BcBH "B, dS)a +6Uﬂ3(chBH B dS)U,,

+3U” (jBT H, 'BdS)U,, +6UTﬂ3(IBC[3H ‘B, dS)U,,

= UK U_+d0U/K,U,+3U'K U, +dU/K, U, +d0'K_ 0o+dU 'K _a+da'K! U_
T T T T T T
+0U K 5,0+ 80 K Uy +8UT K, Uy +0UK, U +3U KUy

avec :
K, =[[BH}B, +B] H B, 1dS

On sait aussi que U; =(U,0) dou il résulte que :

K, :jB}BH';BdeS

K, K
Kf:( m “ZJ avec: K, IB H'B,,dS
I<f12 KZZ

Kf22 = jBfaHngadS

K. J'B H',B dS

Kmfz(Kmfll Kmflz) avec: )
K., —jB H" B, dS

Kfm = Kzlf

Utilisant le fait que o = PyU + P U, | on en déduit que :

dW,, =0U K, U +0UK Uy +3U K Uy +3U K| U,
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KL 2K P (Kyn +Ko )P, + (Ko + K )P, 4 PT (KT +K,)
K =K, +Kgg +PBT (K K )PB + (K, +Kg, )PB +P[3T(K?12 +K§a)
K =K +K g +(K i, K )PB +PnT1 (Kglz +K§q)+1’£ (K + Ky )PB
K, =K'

fm mf

Ceci s’écrit encore :
Ull’l
swe, =(6U,,,8U, )K(Uﬂj

I I
K m[2Nx2N] K mf[2Nx3N]

ot Kisxusng :( ] est la matrice de rigidité élémentaire pour un élément de

plague excentré DST.

1T ]
Kmf[3N><2N] Kf[3N><3N]

4.5 Matrice de masse élémentaire

Les termes de la matrice de masse sont obtenus aprés discrétisation de la formulation variationnelle
suivante :

d+h/2
dWx, = [ [piidudzds
d-h/2 S

= [, (30 + 93y +W8w) +(p,,, +dp,, (U8, +V3B, +B,8u+PB,v)+(p, +2dp,, +d’p,)(B,5B, +B,3B,)dS
S

+h/2 +h/2 +h/2
avec p,, = j pdz,p . = Ipzdz,et P, = Ipzzdz.
~h/2 ~h/2 ~h/2
Remarque :

| Si la plaque est homogéne ou symétrique par rapport a son feuillet moyen alors p,,~=0.

4.5.1 Matrice de masse élémentaire classique

4.51.1 Elément 4y

La discrétisation du déplacement pour cet élément isoparamétrique est :

uy
N Vi
u=> N |w, | tk=1.,N
k=1 B
xk
Byk
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4.51.2

La matrice de masse, dans la base ou les degrés de liberté sont regroupés suivant les directions de

translation et de rotation, a alors pour expression :

M, O 0 M, O
0 M, O 0 M,

M=l 0 0 M, O 0
M. 0 0 M, 0

0 M., 0 0 M,

avec: M =J.pmNTNdS
s
Mmf :J.(pmf +dpm)NTNdS
s

M, = [(p +2dp,, +d’p, )N"NdS
S

oU:N:(N1 Nk).

:pf +2dpmf +d2p

Pour la suite, on pose p’ . =p,.. +dp, et P;

m*

Eléments du type DKT, DST

Comme :
w W, 0
N 2N
Bx :sz(Eﬂ r]) Bxk + z ka (E’ rl) k
By . Byk ken Pyk (E’ r])
ou:a=PU, +P,U,
on en déduit que :
Uy
w) [ o0 0 NGEm 0 0 v
Bx = Z kau (E’r]) kav (E’ r]) kaw (E’ r]) kax (E’ rl) kay(ai n) Wk

B, “INLEnm N En N_Emn N En N En) B,

By

La matrice de masse a alors pour expression :

M’m M’mf
M = 1 '
M. M.

fm
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La partie membrane M'm de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kieme ligne
et pieme colonne ) suivants :

NkN 0 ' NkN XU +kauN NkN XV +Nk uN
pm[ p J_l_pmf[ p p p: y p

0 NN, NN+ N N NN C+N NJ
+p' (kaupru +Nkyupru kauprv +NkyuprvJ
f
prukav +pruNkyv kavaxv + Nkyvayv

La partie flexion M'f se compose des blocs kp ( kiéme ligne et piéme colonne ) suivants :

NkNp 0 0 NkXWNpXW + Nkwapyw kawprx + Nkwapyx kawpry + Nkwapyy
pm 0 0 0 + p’f kaprxw + Nknypyw kaprxx + Nknypyx kaprxy + Nknypyy
0 00 NkXprxw + Nknypyw kaprxx + Nknypyx NkXprxy + Nknypyy

La partie couplage entre la membrane et la flexion M'mf se compose des blocs kp (kieme ligne et
piéme colonne) suivants :

p: (Nkprw Nkprx NkpryJ + ] (kauprw +Nkyuprw kauprx +Nkyuprx kaupry +NkyupryJ
mf f
NN, NN o NN NN PN N NGO NN N NN NN

kxv kyv kxv kyv kxv kyv

La partie couplage entre la flexion et la membrane M'ﬁn se compose des blocs kp (kieme ligne et
piéme colonne) suivants :

kawNp NkyWNp kawpru +NkyWpru kawprv +NkwapyV
p;nf kapr Nknyp +p'f NkXXpru +Nknypyu kaprxv +Nknypyv
kapr Nknyp NkXprxu +Nknypyu kaprxv +Nknypyv

4.5.2 Matrice de masse élémentaire améliorée

Comme la fleche d’'une plaque en flexion uniquement peut difficilement étre représentée par une
approximation linéaire, on peut enrichir les fonctions de forme pour les termes de flexion. Cette
approche est utilisée dans le Code_Aster pour les éléments du type DKT, DST et 4G ou les fonctions
de forme utilisées dans le calcul de la matrice de masse de flexion sont d’ordre 3. L’interpolation pour
w s’écrit ainsi :

W=D Ny E&nw, + Njiyen (E,H)W,zk + Ny (E,H)W,nk

N
k=1
4.5.2.1 Eléments du type DKT

On sait que dans 'approximation de Love-Kirchhoff on a [3x =-w et [3y =—-w , en tout point de
I'élément.
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Du fait de la discrétisation énoncée ci-dessus on a :

N
wW =
k=

N3(1<—1)+1 (Ea ﬂ)Wk + (J11N3(k—|)+2 (E’ I’]) + J21N3(k-1)+3 (E.: ﬂ))W,Xk + (J12N3(k—1)+2 (E.: ﬂ) + Jzst(k-1)+3 (Ea ﬂ))W,yk

1
W ek :(Jn leJ W &
Wk o I AW

puisque :

Ceci s’écrit encore :

N
W= Z NI3(1<—1)+1 E&nw, + N,3(k—1)+2 (&NBy + NI}(k—l)+3 (& ﬂ)l3yk
k=1
N
= Nkww (E’ r])wk +Nkwx (Ei n)Bxk +Nkwy (E’ r])Byk
k=1
ou:
N,3(k—l)+l &n) = N3(k—1)+1 (&n
N;(k—1)+2 (Ea rl) = _J11N3(k—1)+2 (Ea r]) - J21N3(k—1)+3 (Ea rl) :
N,3(k—1)+3 (&n)= _J12N3(k—1)+2 (&n) - J22N3(k—1)+3 (&n)
Ainsi :
Uy
w N O O Nkww (Eﬂ r]) Nkwx (Eﬁ r]) Nkwy (E’ r]) Vk

Bx :Z kau(E’n) kav(Eﬂr]) kaw(zﬁn) kax(E’n) kay(Ean) wk
B, “INLEM N,LEn N E&n N En N En) By
B,

En ne tenant pas compte des effets d’inertie, la matrice de masse a ainsi la forme suivante :

M, M,
M =
M. M.

fm

La partie membrane Min de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kieme ligne
et pieme colonne ) suivants :

NkNp 0 +0' Nkpru +kauNp Nkprv +NkyuNp
Pal g NN, pMIﬂNM+NmNpIﬂNm+N N,

kyv

+p, kaupru +Nkyupru kauprv +Nkyuprv
NN NN N N+ N N

kxv kyv kxv kyv
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La partie membrane-flexion M'mf se compose des blocs kp ( kieme ligne et pieme colonne ) suivants :

p, (Nkprw Nkprx NkpryJ + py (kauprw + Nkyuprw kauprx + Nkyuprx kaupry + NkyupryJ
mf f
Nkprw Nkprx Nkpry N prw +N prw N prx +N prx N pry +N pry

kxv kyv kxv kyv kxv kyv

La partie flexion-membrane M'fm se compose des blocs kp ( kieme ligne et pieme colonne ) suivants :

NkXWNp NkyWNp kawpru +NkyWpru kawprv +Nkwapyv
p:nf kapr Nknyp +p'f kaprxu +Nknypyu kaprxv +Nknypyv
NkXpr Nknyp NkXprxu +Nknypyu NkXYNpXV +Nknypyv

Le terme M de flexion est composé des blocs kp ( kiéme ligne et piéme colonne ) suivants :

NiwNow N Nowe N Ny
Pl Niwx Npww N Npwe - Ny Ny |+
N kwy N pww N kwy N pwx N kwy N pwy
kawprw + Nkwapyw Ny prx + Nkwapyx kawpry + Nkwapyy
p'f kaprxw +Nknypyw kaprxx +Nknypyx kaprxy +Nknypyy
NkXprxw + NknypyW NkXprxx + Nknypyx ka}’NpXY + Nknypyy

4.5.2.2 Eléments du type DST

On sait que pour ces éléments on a BX =Y, —w, et By =Y, ~w, ou la distorsion y est constante

sur I'élément.

Comme :

N
w = N3(k—1)+1 Enw, + (J11N3(k—1)+2 &n)+ J21N3(k—1)+3 &, ﬂ))W,xk + (J12N3(k—1)+2 &n)+ J22N3(k—1)+3 @&, f]))W,yk
k=

1

on peut aussi écrire :

N
W= Z N'3(k—1)+1 &nw, + N'3(k—1)+2 (&NnBy + N’3(k—1)+3 (& U)Byk
k=1
+(JY, Y 1LY)ZN &n+J,Y, + I Y, )ZN 3 iyas &n)
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ou :

N'3(k—1)+1 (Ea r]) = N3(1<—1)+1 (Ea rl)
N'3(k—1)+2 &n)= _J11N3(k—1)+2 &n)- J21N3(k—1)+3 (&n)
N'3(k—1)+3 &n)= _J12N3(k—1)+2 (&n) - JzzNz(k—1)+3 (&n

N
zN3(k—1)+1 (Ea r]) = Z N3(k—1)+1 (Ea rl)
k=1

N
zN3(k—1)+2 (Em rl) = z N3(k—1)+2 (Ea rl)
k=1

N
ZN 34y (§N) = Z Ny (EN)
k=1

u, W, u, Wi

Vi B A4 B

AT . P | B
(\_/ jZHct (B +B Pl ¢ |[+(Bg+B Py = =T, : [+T,| :

’ W Wi

Uy B Uy B

VN ByN VN ByN

On obtient alors I'interpolation pour w :

N
W =
k=

N
N,5’(k—1)+1 (&nu, + N'SI(k—l)+2 &nv, + Z N'5'(k—1)+3 &nw, + N,5’(k—1)+4 (&nBy + NIS'(k—1)+5 @&, H)Byk
k=1
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ou :

N'5'<k_1)+1 (E.a rl)

(T, G2k =D+ +J, T, (2,2(k =1) +1)ZN; )., (€, 1)
+(J, T, (L2(k=1)+D)+J,, T, (2,2(k =1) +1))ZN; ;5 (&, N)

lel(k—1)+2 (&n) (JnTyu (L2(k =D +2) + leTyu (22(k=1)+ 2))ZN3(J'—1)+2 (&n)

+(J, T, (L2(k =) +2) +J,, T, (2,2(k =1) +2))ZN; ;.5 (&,1)

NS5 (€:1) Ny (& 1)
+(J, T, 13k -D+D)+J,T 23k -1)+D))ZN, ., (&n)

+(J, T, A3k -1)+D)+J,, T (2,3(k =1 +1)ZN; .5 (&,N)

N’S'(k—1)+4 (&n) NI3(1<—1)+2 &.n)
+ (T, L3k -D)+2)+J,, T, (23(k=1)+2))ZN, ), (&nN)

+(J, T, A3k -1)+2)+J,T (2,3(k =1) +2))ZN, ;.5 (&N)

N’S’(k—1)+5 (En r]) NI3(1<-1)+3 (En r])
+ (1, T, L3k -1 +3)+ 7, T, (2,3(k =1) +3))ZN; )., (&, N)

+(J, T, 03k-1)+3)+J,, T, (23(k-1)+3))ZN;;,;(&nN)

Ceci peut encore s’écrire de la maniére suivante :

w) (N @) N @En) N, G N En N, G v
By =X Npw@n) N GEn) N En N En N En|w,
B, “INL,En N, En N En NoEn N En) By

La matrice de masse a ainsi la forme suivante :

M= Mn My
= I 1
M, M,

fm

Manuel de Référence Fascicule R3.07 : Eléments mécaniques a surface moyenne HT-66/03/005/A



CO d e_A S ter ° Version 6.3

Titre : Traitement de I'excentrement pour les éléments de plaque Date : 15/07/03
Auteur(s) : P. MASSIN, J.M. PROIX, A. ASSIRE clé: R3.07.06-A Page: 29/36

La partie membrane Min de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kieme ligne
et pieme colonne ) suivants :

A (NkNp + NNy N Ny ]er, f[Nkpru +N, N, NN, +NkyuNp]
m Niw N NN, + N N "INGN,, * N N NN +N N
+ p,f [kaupru + Nkyupru kauprv + NkyuprvJ
prukav +pruNkyv kavaxv + Nkyvayv

La partie membrane-flexion M'mf se compose des blocs kp ( kieme ligne et pieme colonne ) suivants :
pm(Nkwuprw Nkwuprx Nkwupryj + ,mf[Nkprw Nkprx Nkpry]
N NpWW N NpWX N NpWy NkprW NkprX Nkpry

+ p, [kauprw + Nkyuprw kauprx + Nkyuprx kaupry + NkyupryJ
f
kavaxw + Nkyvayw kavaxx + Nkyvayx NkXVpry + N pry

kwv kwv kwv

kyv

I

La partie flexion-membrane M, se compose des blocs kp ( kieme ligne et piéme colonne ) suivants :

NiwNoww N Nowy NN, N N,
Pm Nkwapwu NkWXprv +p’mf kapr Nknyp
NkWprwu NkWprwv NkXpr Nknyp
kawpru +Nkwapyu kawprv +NkwapyV
+p'f kaprxu +Nknypyu kaprxv +Nknypyv
kaprxu + Nknypyu kaprxv + Nknypyv

Le terme M'f de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et piéme colonne ) suivants :

NiwNow N Nowe Nl N
Pm Nkwapww Nkwapwx Nkwapwy +
N kwy N pww N kwy N pwX N kwy N pwy
N kxw N pxw +N kyw N pyw N kxw N pxx +N kyw N pyx N kxw N pxy N kyw N pyy
p’f kaprxw + Nknypyw kaprxx + Nknypyx kaprxy + NkyXpry
NkXprxw + Nknypyw NkXprxx + Nknypyx kaprxy + Nknypyy
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4.5.2.3 Eléments du type 4y

On procéde de la méme fagon que pour les éléments du type DST mais avec :

Wi
Bxl
— Byl
Bk
y WN
BXN
Byn
ou : B, est la matrice établie au [§4.3.1].
On en déduit que :
Uy
w 0 0 N, (@&n N, @En N @En) v
B, (=20 0 0 N, (&) 0 W
B,) “loo o 0 N &) ) By
By

La matrice de masse a ainsi la forme suivante :
M. 0
M= ,
0 M,

La partie membrane M’ de la matrice élémentaire de masse se compose des blocs kp ( kiéme ligne

et piéme colonne ) suivants :
NkNp 0
Po 0 NkNp

Le terme M'f de flexion est composé des blocs kp ( kieme ligne et piéme colonne ) suivants :

N kww N pww N kww N pWwX N kww N pwy 0 0 0
pm Nkwapww Nkwapwx Nkwapwy +p’f 0 NkNp 0
Nkwprww Nkwprwx N kwprwy 0 O Nk Np
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Remarque

On néglige dans I'expression de la matrice de masse élémentaire sans excentrement les termes
d'inertie de rotationj-pf(BXf)BX +By5By)dS car ces derniers sont négligeables par rapport aux
S

autres. En effet un facteur multiplicatif de h?/12 les lie aux autres termes et ils deviennent négligeables
pour un rapport épaisseur sur longueur caractéristique inférieur a 1/10. Lorsque I'excentrement est

introduit, ces termes de la forme J‘(pf +2dp,, +d*p,)(B, 5B, +By6By)dS ne sont plus
S

négligeables et sont introduits dans I'expression de la matrice de masse.

Mise en ceuvre et post-traitements

5.1

L’excentrement est introduit par le mot-clé facultatif EXCENTREMENT au niveau de AFFE_CARA ELEMde
la méme maniére que I'épaisseur selon les modalités définies en introduction. Quand ce mot-clé n’est
pas présent I'excentrement vaut zéro par défaut.

Application des efforts et couples

Tous les calculs sont faits dans le repére d’épure (plan du maillage). Si on définit des forces ou des
couples par rapport a un autre repeére, l'utilisateur devra faire pour FORCE_ARETE et FORCE_NCDALE
les transformations nécessaires pour se ramener au repére de maillage. Pour FORCE COQUE
I'utilisateur pourra préciser le plan d’application des efforts et la conversion vers le repére de calcul
sera automatique.

On introduit ainsi dans AFFE_CHAR MECA la notion de plan d’application des efforts par le mot-clé
PLAN sous FORCE _COQUE. Ce plan d’application est différent du plan de référence ou plan d’épure
sur lequel s’appuie le maillage. Pour ce mot-clé on définira les quatre possibilités suivantes
d’application des forces " INF *MJY’ ‘SUP “MAIL" . “INF ‘MIY et' SUP signifient que I'on
applique les efforts en peau inférieure, moyenne et supérieure de plaque respectivement. * MAI L’
signifie que I'on applique les efforts au niveau du plan de référence ou plan du maillage. Par défaut les
efforts seront appliqués sur le plan du maillage de la plaque. Sont concernés les efforts de type
FORCE_COQUE du TEO032.

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont aplliqués sur * MJY' on utilise la
simple relation de passage :

¢, =c, —df,

I
X
I
=c +
¢, =c, +df,
pour ramener les efforts et les couples dans le repére du maillage ou on fait les calculs.

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont appliqués sur * SUP' on utilise la
simple relation de passage :

¢ =c, —(d+h/2)f,
¢, =c, +(d+h/2)f,

En repére local a I'élément, lorsque les forces et les couples sont appliqués sur ‘' | NF' on utilise la
simple relation de passage :

¢, =c¢, —(d—h/2)f,
¢ =c, +(d-h/2f,

Manuel de
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Si les efforts sont donnés dans le repére global de 'élément , on utilise des relations de passage du
type: ¢' =c+(d +&h/2)n Of ou ¢ est défini par rapport au repere ' INF° * MDY’ * SUP' avec € égal
a -1, 0 et 1, respectivement. Lorsqu’il n’y a pas d’excentrement, la formule précédente se réduit a
¢ =c+eh/2n0f .

Remarque :

Pour les chargements de type FORCE ARETE ou FAORCE MODALE les efforts et couples ne
peuvent étre exprimés que par rapport au repere du maillage. Si l'utilisateur ne les connait
que par rapport au feuillet moyen de la plaque, il devra effectuer le changement de repére a
la main pour avoir I'expression des efforts et des couples par rapport a la surface de maillage.
La relation a utiliser est ¢' =c¢+dn Of ou d est la distance entre le plan de calcul et le plan
de chargement orientée par la normale a la coque. Il est évident que I'utilisateur a intérét a ce
que le plan de chargement soit le plan du maillage, mais il n’est pas toujours possible de faire
coincider ces deux plans comme on peut le voir sur la partie gauche de la figure de la page 6.

Application des conditions aux limites en déplacement

Pour les conditions aux limites de type déplacement I'utilisateur devra faire attention au fait qu’elles ne
peuvent s’appliquer que sur le repére de maillage. Les relations de passage par rapport a des
conditions données sur le feuillet moyen sont les suivantes :

eref = emoy

u,=u, -8 Odn

moy

Post-traitements

Pour les post-traitements, les résultats par défaut de type efforts généralisés sont donnés dans le
repere correspondant au plan d’épure. Pour les avoir dans les autres repéres, il faudra que I'utilisateur
indique le plan de post-traitement et les changements de repéres seront automatiques.

Pour le post-traitement des efforts généralisés dans le TEO033, on définira les quatre possibilités
suivantes de post-traitement des efforts par le mot-clé PLAN : "INF ‘MO ‘SUP ‘MAIL' des
commandes CALC El EMet CALC CHAM ELEM avec le méme sens que précédemment. Le défaut est
mis a ‘ MAI L’ . Tous les calculs sont faits dans le plan * MAI L’ du maillage (en particulier le calcul
des forces nodales). Lorsqu’il n'y a pas d’excentrement c’est le feuillet moyen de la plaque : on
retrouve donc le post-traitement par défaut. Pour passer des résultats efforts généralisés de * MAI L' a
“ MOY' on utilise la simple relation de passage :

N'=N
M'=M-dN
T'=T

Pour passer des résultats efforts généralisés de ‘ MAIL’ a ‘ SUP" on utilise la simple relation de
passage :

N'=N
M'=M-(d+h/2)N
T =T

Pour passer des résultats efforts généralisés de ‘ MAIL' a ‘I NF' on utilise la simple relation de
passage :

N'=N
M'=M-(d-h/2)N
T =T
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Validation statique et modale

6.1

6.2

6.3

Validation initiale

La premiére partie de la validation consiste a tester une plaque simple soumise a des forces et
couples et dont le plan de maillage ne coincide pas avec le plan du feuillet moyen sur lequel sont
appliqués les efforts. Pour la plaque soumise a des forces et des couples, les résultats avec et sans
excentrement doivent tenir compte du changement de repére pour les couples comme indiqué ci-
dessous.

Les déplacements sont liés de la maniére suivante pour un point situé a une hauteur z par rapport au
feuillet moyen :
u=u, +6  Ozn=u,+0 Oz+dn

moy ref

ce qui s’écrit encore :

moy — “ref

umoy :uref +eref an

ce qui nous permet d’établir les relations de passage entre les déplacements par rapport au feuillet
moyen et ceux par rapport au plan de référence.

Pour les efforts généralisés, dans les deux cas de figure précédents, on a les mémes résultats sur les
feuillets moyen, inférieur et supérieur de plaque.

Cas-test SSLS111 : excentrement pour des plaques simples

Il s’agit d’un calcul en flexion d’un bicouche constitué de deux matériaux isotropes différents. On étudie
le couplage membrane-flexion. Le calcul de référence est celui d'un bicouche défini par
DEFI _COQU_MULT composé des deux matériaux isotropes différents ( non symétrie suivant z). L’autre
modélisation est composée de deux plaques excentrées par rapport a la fibore moyenne de la plaque
utilisée avec DEFI _COQU_MULT. Les résultats, identiques d’'une modélisation a I'autre, sont donnés en
terme de déplacements et d’efforts généralisés. De plus on effectue sur la géométrie de ce test une
analyse modale pour les deux modélisations : les fréquences propres trouvées sont identiques.

Cas-test SSLS112 : excentrement pour des plaques composites

Il s’agit d’'un calcul en flexion d’'un quadricouche présentant une non-symétrie matérielle par rapport a
son plan moyen. Le calcul de référence utilise un quadricouches défini par DEFI _COQU MULT. L’autre
modélisation utilise deux bicouches définis par DEFI _COQU MJLT mais excentrés par rapport a la fibre
moyenne du quadricouche. Les résultats, identiques d’une modélisation a l'autre, sont donnés en
terme de déplacements.

Manuel de Référence Fascicule R3.07 : Eléments mécaniques a surface moyenne HT-66/03/005/A



CO d e_A S tel’ ° Version 6.3

Titre :
Auteur(s) :

7

Traitement de I'excentrement pour les éléments de plaque Date : 156/07/03
P. MASSIN, J.M. PROIX, A. ASSIRE clé: R3.07.06-A Page:  34/36
Conclusion

Les éléments finis de plaque que nous décrivons ici sont utilisés dans les calculs de structures minces
élancées dont le rapport épaisseur sur longueur caractéristique est inférieur a 1/10. Le feuillet moyen
de ces structures ne coincide pas avec le plan du maillage (plan d’épure). L’excentrement correspond
donc a la distance du feuillet moyen par rapport au feuillet d’épure. Un excentrement d positif signifie
que la surface moyenne de la plaque est a une distance dn de I'élément de plaque maillé, la direction
n étant donnée par la normale a I'élément.

Les valeurs de déplacements et d’efforts généralisés obtenus sont donnés par défaut dans le repére
du maillage. Pour les efforts généralisés, on peut cependant définir un repére de post-traitement -
repere associé au feuillet moyen - différent du repére d’épure. De la méme maniére, les efforts
appliqués sont considérés comme étant donné par défaut dans le repére d’épure. Dans le cas de
FORCE_COQUE, on peut cependant préciser un repére d’application des efforts et couples - repére
associé au feuillet moyen - différent du repére d’épure.

Des éléments équivalents ne sont pas disponibles en thermique ; les chainages thermomécaniques ne
sont donc pas disponibles pour les éléments de plaques excentrés.
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Annexe 1 Facteurs de correction de cisaillement transverse
pour des plaques orthotropes ou stratifiées
excentrées

La matrice H; est définie de sorte que la densité surfacique d’énergie de cisaillement transverse obtenue

dans le cas de la distribution tridimensionnelle des contraintes issues de la résolution de I'équilibre soit égale a
celle du modéle de plaque basé sur les hypothéses de Reissner, pour un comportement en flexion simple. On

doit ainsi trouver H telle que :

+h/2 +h/2

o] Iz
M, 1=—THT=—)Hyyavec I = et T= 7dz=Hy.
2 2 2 Oy

~h/2 g hi2

1

Pour obtenir H; on utilise la distribution de 1 suivant z obtenue a partir de la résolution des équations
d’équilibre 3D sans couples extérieurs :

z z
g, =- J'(JW +o, )d{;0, =- J-(Umx +0, )d{ avec 0, = 0,, =0 pour z=th/2.
-h/2 =h/2

Dans le cas ou il n'y a pas de couplage membrane flexion (symétrie par rapport a z=0), les contraintes dans le

plan de I'élément O, a,,,0,, ont pour expression dans le cas d’un comportement de flexion pure :

0 =zA(z)M avec A(z) = H(Z)Hf_l.

Si H(z) et Hy ne dépendent pas de x et y on peut déterminer H . En effet :

M, .- M

XX ,X Xy,y
Tx Mxxx+Mxyy Mxyx_Myyy
7(z) =D;(2)T +D,(2)A ou TI( J:[ ’ “let A= ’ ’
T, Myyx ¥ My, My
Mxx,y
ainsi que :
I A, +A4, A,+A4
Dlz—jé( 11 33 13 32jd
g 2\Ay Ay Ay + Ay
¢ A,— Ay, A,—-A4, 24, 24
DZZ_J' é( 11 33 13 32 12 31)@,(-
w2 2 Ay = Ay Ay — A, 24y, 24,
+h/2
Cyy = [DIH,'Dydz;
—h/2
+h/2 +h/2
1 g, _ (T Cy Cpp)(T _—
Il en résulte que — ITHV T I—( j( T avec: Cyp = le H, 'D,dz;
~h/2 2WAC, Cp/\d ~h/2
+h/2
Cy = [DIH,'D,d
—h/2
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+h/2
Comme par ailleurs — I THJ_,IT = —THc_tlT on propose de prendre H = Cl_ll pour satisfaire au mieux les
—h/2

deux équations quels que soient T et A.

+h/2
En comparant H, ainsi calculée avec H = J.Hydz on fait apparaitre les coefficients de correction de
—h/2

cisaillement transverse suivant : k| = H11 /Hj,l,ku = le /Hcltz,kz Hf,z /]7;2 :
Pour une plaque homogene, isotrope ou anisotrope, on trouve ainsi : H ¢ =kh Hy avec k=5/6.

Remarques :

| Cette méthode n’est valide que lorsque la plaque composite est symétrique par rapport & z=0.

e Pour un matériau multicouche , on établit que :

N
1 1
cn=2—<2hpnp -5 ADH) (thnp p =7 AT
i=1 p=1

_ 1 il 1 _
—(z,+1 -z)ATH I(thﬂp - z}Ai)+(th/7pAT -z ZADH A
p=1

1 _
+%(Zi5+1 _Zz'S)A;rHylAi

ou: h; =z, —z;,N —l(z +z ) et A; représente la matrice (AH Fe +A32j our
- I i+l i 7 i+l i i ep A31+A23 A22 +A33 P

la couche i.

« La validité du choix H = Cl_ll peut étre examinée a posteriori lorsque I'on a une estimation de

la solution (champs de déplacements et de contraintes planes, notamment). On peut alors estimer
I'écart entre les deux estimations sur I'énergie. Une démarche de calcul en deux étapes pour les
plaques et coques multicouches (avec H; diagonale et deux coefficients k; et k,) a d’ailleurs été

développée par Noor et Burton [bib10] [bib11].

« Dans le cas d’'une plaque homogéne isotrope ou anisotrope I'égalité entre les deux énergies est
satisfaite au sens strict puisque D, = 0. Le choix fait ci-dessus est alors valide et aucun examen a
posteriori n’est nécessaire.
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