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Résumé

Ce document traite de I'élasticité anisotrope.
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Introduction

L’objectif de ce document est de donner I'expression des matrices de souplesse et de Hooke pour des
matériaux élastiques orthotrope, isotrope transverse et isotrope dans les cas 3Dn 2D-contraintes,
2D-déformations planes et axisymétrie.

Nous parlons de « matrices » de Hooke car, par souci de simplification, nous n’avons pas adopté la
notation d’un tenseur d’ordre 4.

En toute rigueur, pour les matériaux élastiques linéaires, les contraintes sont des fonctions linéaires
des déformations.

On écrit : oij = Hijkl. ek

La nature symétrique de [o] et [¢] et I'adoption pour ces tenseurs d’ordre 2 d’'une forme vectorielle
permet d’écrire :

ou {a} et {g} sont la représentation vectorielle des tenseurs d’ordre 2 {0'} et [5] et ou [H] est une
matrice 6 x 6.

Topologie des matrices de Hooke

L’Orthotropie

On peut montrer la symétrie de la matrice de Hooke H.

Nous avons donc vingt et une composantes indépendantes dans le cas 3D.
Hy Hy Hyy Hy Hyis Hyg

Hy Hjyy Hy, Hjys Hyg
Hsy; Hiy Hizs Hsg

Hl=
] SYM Hyy Hys Hyg
Hss Hsg
Hee

Un matériau orthotrope posséde deux plans orthogonaux de symétrie élastique.

Ceci veut dire que si I'on appelle [H’] la matrice [H] aprés symétrie(s)
[H]=[H].

Les relations obtenues entre les coefficients permettent d’écrire que [H] est définie par neuf
composantes indépendantes.
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Dans les axes d’orthotropie :

S O o O

SYM H,

S O O O O

Il faut donc fournir 9 coefficients.

Isotropie transverse

L’isotropie transverse est une restriction de I'orthotropie dans ou I'on a lisotropie dans I'un des deux
plans orthogonaux de symétrie élastique.

La matrice [H] aura la méme forme que pour l'orthotropie mais avec des relations supplémentaires

entre les composantes.
5 composantes suffisent a déterminer [H].

Isotropie
Le matériau est isotrope si [H] reste invariant dans tout changement de repére.

Deux coefficients suffisent a déterminer [ H].

Matrice de Hooke et de souplesse

Notations

Au lieu d'utiliser les indices 1, 2 et 3 pour repérer les axes, on va utiliser les indices correspondants L,
TetN:

L pour longitudinal
T pour transversal
N pour normal
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Les coefficients qui interviennent sont les suivants :

E L : Module d’Young longitudinal

ET : Module d’Young transversal

E N : Module d’Young normal

G LT :Module de cisaillement dans le plan (L, T)
G_TN : Module de cisaillement dans le plan (T, N)
G_LN : Module de cisaillement dans le plan (L, N)
NU_ LT : Coefficient de Poisson dasn le plan (L, T)
NU_TN : Coefficient de Poisson dans le plan (T, N)
NU_LN : Coefficient de Poisson dans le plan (L, N)

Remarque trés importante :

Nu LT estdifférentde Nu TL :
Si I'on applique une traction suivant L

o
grp = —LL (loi de Hooke suivant une direction).
1)

lo}
Cette traction est accompagnée, proportionnellement, d’une contraction suivant 7,—Nu LT.—*-
L

o
et d'une contraction suivant N,—Nu LN —*.
L

Le premier indice indique I'axe ou s’exerce l'effet du chargement et le second indice indique la
direction du chargement.

Ensuite on exerce une traction suivant T, puis une traction suivant N ; on obtient :
o o o

g =—L - Nu LTIL _Nu LNV
E; Er Ey

erp =—Nu_ TLZLL 4 TTT _ v ZMV L(g)
E,  Er Ey

exy =—Nu NLZLL _ Ny N7 ZTT 4 TNN
Er E
L T N

La matrice de souplesse [H]‘1 est symétrique ; on en déduit :

Nu LT Nu TL
EL ET

Nu LN Nu_ NL
EL EN

Nu TN Nu_ NT
ET EN

Dans tout ce qui suit NU sera noté v.
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32 Cas3D
3.2.1 Orthotropie
3.2.1.1 Matrice de souplesse
SLL L B VLT VLN 0 0 0 o
E, E E, LL
e | [ LV g g .
E, E, E, T
-V -V 1
Eny M Mo — 0 0 0
_| E; E, E, O ny
1
c — 0 0
LT GLT Orr
1
. SYM — 0
N Gy Oy
1
e | | G ]
L~ TN |
H™" — Orthotropie
3.21.2 Matrice de Hooke
i Oy ] (1_ VinVnr ) ( ) ( ) I ¢ |
Vir TVivVar Vin Y VirVin 0 0 0
E,E, E, .E, E, .E,
Ou (VTL VvV ) (1 — VNLVLN) (VTN Vi -VTL) 0 0 0 Err
E,E, E,E, E,E,
O\ E E.E (VNL +VarVo ) (VNT TVirVa ) (1 —Vir ‘VTL) 0 0 0 Enn
= LT N E, E, E, E, E, E,
o 1- VinVar GLT 0 0 e
LT
t “VamVin *A
-V, V GLN
oLy LTVTL SYM . .
- 2VTN VaVir A
GTN
1
oW | =— *A L€V
A L = i
14 14 14 14 1% 1%
H — Orthotropie avec — & = —£L; M — — N M — _ T
E L E T E L E N E T E n
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3.2.2 Isotropie transverse

3.2.2.1 Matrice de souplesse

La matrice H™1 peut étre déduite directement de la matrice H—1-Orthotropie en utilisant les propriétés

de lisotropie transverse.
Dans le plan (L, T):

E, =E,

Vi =Vr
E
G — L
14w,

Dans les plans (L, N) et (T, N) :

Vr NL
Vivn =V
GTN = GLN
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N
L T
E, =E,
Vir =Vn
— E L
2l v,,)
Var =V
Vin =V
Gy =Gy
Vvr _ Vv
EL EN
gLL L B VLT VLN O 0 0 o
EL EL E N t
-V 1 -V
err I — LN 0 0 0
E, E, E, Orr
-V -V 1
€y NL NT L 0 0 0
_ E, E, E, Oy
2(1+v,,) 0 o
&
LT EL O-LT
1
. SYM — 0
w GLN Oy
1
ey L Gy .
™
H-T- Isotropie transverse
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3.2.2.2 Matrice de Hooke
La matrice [H] posséde les mémes symétries que [H]_1
N
L T
GLL — -
1 B VNL 'VLN VLT + VNL VLN VLN + VLTVLN 0 0 0 8LL
o X E, E, E, E, E, E,
EL 'EN VTL + VNL VLN 1 - VNL 'VLN VLN + VLTVLN 0 0 0 gTT
I_ZVNL‘VLN EL'EN EL'EN EL'EN
(o
w - VLZT Ve Y VirVwe Vo YVirVa 1- VLZT 0 0 0
2 E} E} E; Fw
=2V, VvV, V L L L
O.r NL 1LN LT E, A
A 201+v,,) Eur
O-LN GLN A gLN
Oy i G, A &y
H — Isotropie transversale
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3.2.3 Isotropie

3.2.3.1 Matrice de souplesse en fonction de E et v

fu | 1 —v -v 0 0 o |
E E E
- 1 v 0 0 0 Trr
E E
1
Enn _ E 0 0 0 O vy
Eir 1 = 2(1+v) 0 0 Orr
G E ( )
1 2(1+v
gLN SYM E = E O O-LN
1 20+v)
e | L G L Jogy
H™" — Isotropie compléte
3.2.3.2 Matrice de Hooke en fonction de E et v
_O-LL_ 1-v v v 0 0 0 __ELL_
Orr 1-v v 0 0 0 Err
O ny 1—-v 0 0 0 Env
Ouw|__  E SYM =2v 0 |
(1+v)1-2v) 2 s
On - 0 €N
2
1-2v
| O | L 2 &y |

H — Isotropie compléte
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3.2.3.3 Matrice de souplesse en fonction des coefficients de Lamé A et p

La loi de Hooke prend la forme suivante avec les coefficients de Lamé A et .

En utilisant le systéeme d’équations (S), on obtient :

GLL EL VTL ET 0 O gLL
O-TT _ 1 VLT EL ET 0 O gTT
O Wy l-v,, v, 0 0 0 0 |éew
O,r 0 0 0 G, | é&r
H — Orthotropie plane en contraintes planes
3.2.3.4 Matrice de Hooke en fonction des coefficients de Lamé A et

o, | [A+2u 2 A0 0 0fg, |
Or A+2u A 0 0 O &y
Oy A+2u 0 0 0 &y
Oy SYM u 0 0fe&y
Orr 7N e

O | L H & |

H — Isotropie compléte avec les coefficients de Lamé

28/10/03
11/14

3.3 Cas 2 D orthotrope en déformations planes et axisymétrique

3.3.1 Matrice de souplesse

| 1 o
€L E_(l_ Vine 'VLN) _E_(VTL Vi 'VNL) 0 0 |o,
L L
Err 1 1 Orr
_|~ E_(VLT TVin-Yar ) E_(l ~ Vv Var ) 0 0
T T
0 0 0 0 0 |o
£ 0 0 0 . O'NN
L €T i G, | 7

H-1- Orthotropie plane en déformations planes et axisymétrie
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3.3.2 Matrice de Hooke

- 2T E EA E -
Ou XL,(l —VivVar ) ?(VLT TVinYar ) TI\,](VNL TVyr tVi ) 0 | éu
Orr E E Err

_ XZ;(VTL Vi +VNL) X];(I_VNL'VLN) XT,(I_VNT Vir +VNL) 0
Oy %(VNL VeV ) % (VNT TVir TV ) 0 0 0
o &
Lord | 0 0 0 G,y |74

'
A'=1- Vin-Var = Ve Yy = VirVo — 2VTNVNL Vir
H — Orthotropie plane en déformations planes et axisymétrie

3.4 Cas 2 D orthotrope en contraintes planes

3.4.1 Matrice de souplesse

- - 1 Vir - -
€ E_L _E_r 0 0 O
| | v 1 o lom
| E; E,
gNN 0 0 (1) O_NN
L &r | 0 0 0 _G Kt
7

H - Orthotropie plane en contraintes planes

3.4.2 Matrice de Hooke

GLL EL VTL ET 0 0 gLL
GTT _ 1 VLTEL ET 0 0 ETT

0 l-v,, v, 0 0 0 0 |lew
o 0 0 0 G, || €7

H — Orthotropie en contraintes planes
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4 Utilisation dans Code_ Aster

Dans Aster, la définition des caractéristiques élastiques orthotropes constantes ou fonctions de la
température s’effectuent par la commande DEFI_MATERIAU, mot-clé ELAS ORTH ou ELAS ORTH_FO
pour les éléments de coque et les éléments massifs isoparamétriques ou les couches constitutives
d’un composite (voir la commande DEFI COQU MULT).

Pour définir le repere d’orthotropie (L, T, N) lié aux éléments, on peut se reporter aux documentations
[U4.42.03] DEFI _COQU_MULT et [U4.42.01] AFFE_CARA ELEM

L, T et N : directions d'orthotropie
longitudinale, transversale et normale

NU LT = nult Cecefficient de Poisson dans le plan LT.
NU TN = nut n Ccefficient de Poisson dans le plan TN.
NU LN = nul n Ccefficient de Poisson dans le plan LN.

/| ELAS ORTH = _F ( e E_L = ygl ModuledYoung longitudinal.
¢ E T = ygt ModuledYoung transversal.
¢ E_N = ygn Module d'Young normal.
¢ G _T = glt Module de cisaillement dans le plan LT.
¢ G_TN = gtn Module de cisaillement dans le plan TN.
¢ G_LN = gl n Module de cisaillement dans le plan LN.
.
0
0

Remarque importante :

L’exposé de cette note de référence est basé sur la convention des livres de J.L.Batoz et D.Gay.
La documentation U de DEFI MATERIAU décrit ces choix, et le coefficient NU LT s’interpréte de
la fagon suivante dans Aster :

si I'on exerce une traction selon I'axe L donnant lieu a une déformation selon cet axe égale a

o
&r = —L on a une déformation selon I'axe T eégalea: & =-nult*

vgl vgl

Manuel de Référence Fascicule R4.01 : Matériaux composites HT-66/03/005/A



CO de_AS ter ° Version 6.4

Titre : Elasticité anisotrope Date : 28/10/03
Auteur(s) : A. ASSIRE clé: R4.01.02-A Page : 14/14

5 Bibliographie

[1] J.C. MASSON : Matrice de Hooke pour les matériaux orthotropes, Rapport interne
Applications en Mécanique, n°79-018, CiSi, 1979.

[2] D. GAY : Matériaux composites, Edition Hermes, 1987

[3] J.L. BATOZ, G. DHATT : Modélisation des stuctures par éléments finis, Volume 1, Edition
Hermes

Manuel de Référence Fascicule R4.01 : Matériaux composites HT-66/03/005/A



	Elasticité anisotrope
	Introduction
	Topologie des matrices de Hooke
	L’Orthotropie
	Isotropie transverse
	Isotropie

	Matrice de Hooke et de souplesse
	Notations
	Cas 3 D
	0rthotropie
	Matrice de souplesse
	Matrice de Hooke

	Isotropie transverse
	Matrice de souplesse
	Matrice de Hooke

	Isotropie
	Matrice de souplesse en fonction de E et (
	Matrice de Hooke en fonction de E et (
	Matrice de souplesse en fonction des coefficients
	Matrice de Hooke en fonction des coefficients de 


	Cas 2 D orthotrope en déformations planes et axi�
	Matrice de souplesse
	Matrice de Hooke

	Cas 2 D orthotrope en contraintes planes
	Matrice de souplesse
	Matrice de Hooke


	Utilisation dans Code_Aster
	Bibliographie

